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H 版 说 B 


《计算 数学 丛书 ?是 为 了 适应 计算 数学 和 计算 机 科学 的 发 
- 乱 ， 配 合 高 等 院 校 计算 数学 教学 的 需要 而 组 织 的 一 套 参 考 读 
物 。 读 者 对 象 主要 是 高 等 院 校 数学 系 和 计算 机 科学 系 的 学 生 、 
研究 生 ， 亦 可 供 高 等 院 校 数 学 系 和 计算 机 科学 系 的 教师 以 及 
.工矿 企业 ,科研 单位 从 事 计算 工作 的 技术 人 员 人 参考。 

本 从 书 向 读者 介绍 近代 计算 方法 的 一 些 主 要 进展 及 其 送 
用 范围 和 实用 效果 。 每 种 书 集中 介绍 一 个 专题 ， 针 对 本 专题 
的 近代 发 展 你 综合 性 的 介绍 , 内 容 简明 扼要 ,重点 突出 , 有 分 
析 , 有 证 价 ,力图 使 读者 对 该 专题 的 动向 和 发 展 趋势 得 到 一 个 
完整 的 了 解 。 | 

本 丛书 已 拟定 的 选 题 计 有 :《 线 性 代数 与 多 项 式 的 快速 算 
法?、《 数 论 变换 ?数值 有 理 有 逼近》《 矩 阵 特征 值 问题 ?>《 索 伯 
列 夫 空间 引 论 ?、《 计 算 组 合 数学 ?、《 样 条 与 插值 ?> 有限 条 形 
法?、*《 广 义 逆 和 矩阵 及 其 计算 方法 ?*、《 非 线性 方程 适 代 解法 》、 
， 必 奇异 摄 动 中 的 边界 展 校 正法 >»、¢ 沃 尔 什 函数 理论 与 应 用 》、 
《多 项 式 最 佳吉 近 的 实现 >、《 坏 条 件 常 微分 方程 数 信 解 >、« 误 
АЖ». АСИ ЕУ, Ө Бр ЗЕНОН У 
法»、* 外 推 法 及 其 应 用 》、4Monte Carlo 方法 》、 «КАЖ 
论 ?.《 高 维 偏 微分 方程 数值 解 } 等 二 十 余 种 ， 于 一 九 八 〇 年 初 
жених. 
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在 实际 问题 中 存在 大 量 的 含有 小 参数 s 的 微分 方程 问 


B, ЗНАНИЕ и РЕ АЕ НЕ < 有 关外 , 还 与 小 参数 8 有 关 ， 


因此 wulz，e), 或 表示 为 w 一 ulwz)。， 在 这 类 问题 中 小 参数 


“有 的 包含 在 微分 方程 的 低 阶 导数 项 中 (包括 方程 的 右 端 )， 有 


的 包含 在 高 阶 导 数 项 中 ， 还 有 包含 在 边界 条 件 和 所 讨 论 区 域 
的 边界 中 ， 由 于 包含 小 参数 的 形式 不 同 ， 相 应 定 解 问题 的 解 


ш, 也 具有 不 同 的 性 质 ， 这 类 问题 统称 为 摄 动 问题 , 我 们 用 A, 


来 表示 它 , 由 于 问题 A, 与 小 参数 в 有 关 , 所 以 我 们 讨论 的 不 
是 单个 定 解 问题 , 而 是 一 族 定 解 问题 . 当 s= 0 时 相应 地 有 定 
解 问题 До, 它 的 解 我 们 用 wo 来 表示 ， 定 解 问题 A 称 为 退化 
问题 ， 在 一 定 条 件 下 摄 动 问题 A, 的 解 % 可 以 借助 子 退 化 问 


题 Ao 的 解 w 作为 首 项 利用 摄 动 方法 构造 起 来 , 即 展开 为 s 
RERI. Wm, ВЕ, Та, =, D AZN 口 的 线性 微分 算 
F. 我 们 构造 振动 算 子 


І, = Lot а А 8? Lat .+ 8° Le (D 


其 中 Lo 是 L, HERRY, 8L,+ Lat teL, 是 它 的 摄 
动 部 分 ,8>0 是 小 参数 ， 


摄 动 问题 A: 在 % 维 空间 的 有 界 区 域 人 十 工 内 求 方程 
7 Г.и, = (0), G= (аа, =, Hn) EQ ` (2) 
在 一 定 边界 条 件 下 的 解 ， T EKR HUR. 
退化 问题 4o(s 一 0); Æ Q+ T' 内 求 方程 


Гомо= h (z), v= (ax, +, La) € Q (3). 


在 一 定 边 界 条 件 下 的 解 . 

现在 来 讲 一 下 用 一 般 摄 动 方法 构造 问题 4。 级 数 解 的 过 
程 、 假 定 此 解 有 以 下 展开 式 ， 

u, CE) = Uolt) + ёш (а) Hee + etu, (2) +, (4) 
这 是 关于 8 НЕ. 为 了 确定 级 数 (和 4 中 的 系数 wuo(%)， 
(2),，…，Un《w%)，…， 将 此 级 数 代 入 方程 (2), В в МНЕ 
项 , 并 令 其 系数 为 零 , 则 得 到 一 组 递 推 方程 ; 
Гош = h, : 


Loui = — Livo, : (6) 


Loua = 一 Lit 一 Lotto, 


чъоао о ооо нос ооофа ооо в 


其 中 第 一 个 方程 就 是 退化 方程 (8), 其 余 方 程 和 第 一 个 方程 的 
差别 只 在 于 右 端 项 ， 将 级 数 (名 再 代入 给 定 的 边界 条 件 , 可 以 
得 到 u 应 满足 的 边界 条 件 . 在 相应 边界 条 件 下 逐次 解 方程 
(8) 即 可 求 得 展开 式 (4) 的 系数 w( 当 然 , 这 些 方程 在 相应 边界 
条 件 下 必须 满足 可 解 条 件 ). 最 后 , 还 需 研 究 级 数 (4 的 收敛 


性 , 或 者 取 其 有 限 项 之 和 ， 估 计 其 余 项 .在 摄 动 方法 中 级 数 


(4) ЖЕ e 的 渐 近 级 数 , 即 对 于 任意 正 整数 N A 


(z) = ув) + eu (a) + Bx (e, в), (6) 
其 中 Ry, ERD: 
Ема, в) =О(в**1) (e — 0), (7) 


TRAKA u, 的 渐 近 展开 式 , 简称 为 问题 А, 的 渐 近 解 . 

”应 指出 ， 收 敛 级 数 是 渐 近 级 数 ， 而 渐 近 级 数 一 般 是 发 散 
的 ， 但 它 的 前 有 限 项 之 和 在 一 定 精度 范围 内 可 用 来 近似 表示 : 
摄 动 问题 的 真 解 , 因此 摄 动 方法 是 一 种 近似 方法 . 


ы 


若 渐 近 展开 式 (和 在 Q+ T 内 一 臻 有效 成 立即 余 项 
Еу (2, в) Q+ 内 关于 z 一 致 满足 (7), 则 称 展开 式 (4) 为 
Wlw) 在 @ 十 荆 内 的 一 臻 有效 渐 近 展 开 式 ， 此 时 摄 动 问题 称 
为 正则 摄 动 问题 ， 处 理 这 类 问题 的 摄 动 方法 称 为 正则 摄 动 方 
因此 , 正则 摄 动 问题 的 解 u(w) 可 以 利用 正则 摄 动 方 法 借 
助 于 退化 问题 的 解 wo(%) 表 示 成 关于 小 参数 s 的 一 致 有 效 渐 
近 展 开 式 ， 但 不 是 所 有 摄 动 问题 的 解 都 能 用 正则 摄 动 方法 求 
得 它 的 一 致 有 效 渐 近 展 开 式 … 若 摄 动 问题 的 解 (2) 当 s->0 
时 不 存在 关于 变量 2 一 致 收敛 的 极限 ， 则 称 摄 动 问题 为 奇异 
摄 动 问题 , 人 处理 奇异 摄 动 问题 的 方法 称 为 奇异 摄 动 方法 , 如 果 
用 正则 摄 动 方法 去 解 奇异 摄 动 问题 是 一 定 要 失败 的 ， 

下 面 我 们 列举 一 些 例题 来 阐明 奇异 摄 动 问题 解 的 性 质 . 

例 工 摄 动 问题 4。 在 区 间 0<а< +ce 内 求 下 面 初 值 
问题 的 解 : 


Гиви" + (+ s)u=0, (8) 
(0) =0, (0-1. | (9) 
当 e=0 В, 摄 动 问题 A, 退化 为 问题 Ao, 在 区 间 0<+— 
十 ce 内 求 下 面 初 值 问题 的 解 
Гомо чо 4-мо= 0, (10) 
uÁ| (0) = 0, w (0) =1, (11) 


退化 问题 Ao 的 解 是 : wo(z) =sin v, 
我 们 可 以 形式 上 来 构造 摄 动 问题 A, 的 解 w 的 震级 数 展 
FA: 


и, (а) = 5 вш (а), (12) 
将 它 代入 方程 (8) 和 初始 条 件 (9), 令 s РЕЗОВ, W 


一 3 一 


得 到 确定 函数 uo (z), ш. (0), e 的 递 推 方 程 和 初始 条 件 : 
Wt+w=0, wl0) =0, 40) =1.- (18); 
ни = ща, Шу(0) = 2000) =0 (]>1). (14) 
初 值 问题 (13) 就 是 退化 问题 Ао, 逐次 解 问题 (14y) 即 求 得 : 
Ва иу (аг) G>), 4 j=1 B, 


Omgee sna, (15) 
摄 动 问题 (8)，(9) 的 精确 解 
u, (а) = (1+ ву 0% t/a gn (1 г) s). (16) 


为 了 同 bu(o) 的 部 分 和 进行 比较 ， 对 于 充分 小 的 в 我 们 展开 
(1+8), 


(I 十 = Op8* = 1 + SEUN ..., 


并 利用 中 值 定理 , 当 s— 0, вы ОСВРТЕ 
№ 一 N 
u, (1) = (= о") sin (È див") +0(в%+1), 
再 利用 Taylor 展开 式 , 上 式 可 写 为 
wu =X) eu а) (ет), (1) 


Ира ДИТ. 270-001) (#0), 特别 是 o 只 在 有 限 区 
问 内 变化 ， ИИ) G> 
得 到 的 函数 . 


MR z 充分 大 以 致 工 -OCerea)， 则 展开 式 (47) 不 再 成 
立 。 因 此 , 如 果 我 们 讨论 的 摄 动 问题 是 在 有 限 区 间 内 , 那 来 它 
是 正则 摄 动 问题 ， 如 果 所 讨论 的 区 间 是 [0，ce)， 那 末 初 值 问 
题 (8)，(9) 不 能 用 正则 摄 动 方法 求解 ， 因 为 表达 式 (17) 最 终 
不 再 成 立 。 实 际 上 , 从 (go) 的 表达 式 (15) 可 以 看 到 , М «> 


一 4 一 


оо 时 央 (o) 不 能 保持 有 界 ， 玫 达 式 (17) 成 立 的 一 致 性 已 不 
存在 ， 在 此 情况 下 摄 动 问题 (8)，(9) 是 奇异 摄 动 问题 . 
例 2 摄 动 问题 4.: 在 0 过 z< 十 co 内 解 边 值 问题 : 


Lus=u — em=0, (18) 
и(0) =1, и(оо) =0, (19) 
此 问题 有 解 u (a) ==, (20) 
并 且 
1 (82=0(1)), 


limu, (z) =] 6° (sz=oe+o(1), “一 一 任意 常数 )， (21) 
0 (em— +оо), 
对 于 有 限 的 “显然 有 一 1(e 一 0)， 但 对 于 220 不 存在 一 
致 收敛 的 极限 ， 因 此 摄 动 问题 (18)， (19) 是 奇异 摄 动 问题. 
”此 外 , 与 其 相应 的 退化 问题 Ao (e 一 0)， 
.Lou e ==uú = 0, 
uÁ (0) =1, uÍ (oo) =0 


无 解 . 
例 8 摄 动 问题 A 在 0<z< + co 内 解 初 值 问题 ， 
L. = eu -+u=1, (22) 
| и(0) =0. (23) 


在 此 问题 中 小 参数 s 含 于 方程 (22) 的 高 阶 导数 项 中 。 与 问题 
А, 相应 的 退化 问题 4o(s 一 0) 是 : 
Гомо = 1, f (24) 
退化 问题 的 解 uo (2) ~1 不 满足 初始 条 件 (28)。 因此 摄 动 问 
ДЯ A, 退化 为 问题 Ao 时 摄 动 方程 (22) 降低 一 阶 ， 失 去 初始 条 
件 (23)、 
摄 动 问题 (22)，(28) 的 精确 解 为 : 


и, (2) 167% _ (220), (25; 
由 此 可 知 | 
и, (2) —1 =u, (2) —uo(@) = 6%, (26) 
Ще BJ, ИЖ — e * 0 8—0 而 趋 近 于 零 , 但 在 z=0 附 
近 它 并 不 是 一 个 微小 的 量 。 因此 当 s 一 0 时 и, (2) 的 非 一 臻 
收敛 性 是 很 明显 的 , 它 有 间断 极限 函数 ,8 =0 是 它 的 奇 点 , 如 
果 我 们 将 (25) 理解 为 w(z) 的 级 数 展开 式 ( 只 有 一 项 )， 那 末 
(25) 的 第 二 项 是 余 项 ,应 在 所 讨论 的 区 间 内 处 处 为 Cs) 的 量 . 
但 根据 刚才 的 分 析 ， 它 在 整个 区 闻 0<x< + co 内 不 都 是 一 
个 微 小 的 量 , 因此 我 们 不 能 在 整个 区 间 内 以 we( 四 近似 表示 
м, (w)， 按 所 给 定义 , 摄 动 问题 (22), (23) 属于 奇异 振动 问题 ， 
$14 EKE 0<z<1 内 解 两 点 边 值 问题 ; 
L,u,= su" +u = 0, . (27) 
u(0) =a, и(1) = Во. (28) 
小 参数 & 也 是 包含 在 微分 方程 的 高 阶 导数 项 中 ， 当 s=0 时 摄 
动 方程 (27) 退化 为 方程 l 
Low=w=0., (29) 
这 是 一 阶 常 微分 方程 , 只 需 一 个 定 解 条 件 即 可 ,我 们 假定 保留 
第 二 个 边界 条 件 , EB 
шо (1) = Во. (8 
因此 当 в=0 时 摄 动 方程 (27) 降 低 一 阶 ， 失 去 一 个 边界 条 件 : 
(0) = ao, 
摄 动 问题 (27)，(28) 的 解 可 精确 地 求 得 : 
1 elo) = (Ав) (00 — Во) 6 *!* — Во — адв), (81) 
显然 , 退化 问题 的 解 为 - 
vo (2) = Bo, ` ~ (82) 


它 不 满足 第 一 个 边界 条 件 , 除非 ао = Во, 
由 表达 式 (31) 我 们 有 
lim w(o) = (0<2<1). (88) 
dk Е Н] (0<2< Г WEAN 0<6<x<1 E 
一 致 成立 ， 但 在 整个 区 间 (0<z< 刀 内 却 不 是 这 样 。 事实 上 ， 
2345 (81) 可 改写 为 


us (2) = pot Ro (ое еі), (817) 


由 此 式 可 知 ， 当 28 时 nO Bü 6 一 0 而 趋 近 于 -Bo (退化 问 
题 的 解 ! ), 但 在 z=0 附近 (81) 右 端的 第 二 项 却 不 是 一 个 微 
小 的 景 、 同 样 , 如 果 我 们 将 (81) 理解 为 uO 的 级 数 展开 式 ， 
那 末 (381) 的 第 二 项 当 。->0 时 在 整个 区 间 [0, 卫 内 应 为 0(s) 
的 量 , 但 根据 刚才 的 分 析 , 这 是 不 可 能 的 因此 我 们 不 能 以 退 
化 问题 的 解 vo(o) 在 整个 区 间 (0 <z=<1) Е u, (z) 的 近似 ， 
и. (2) 4 8—0 时 有 间断 极限 函数 ,s 一 0 是 它 的 奇 点 。 摄 动 
问题 (27)，(28) 是 奇异 摄 动 问题 . 
例 5 在 区 间 0<z<1 内 解 边 值 问题 ， 
Г.и, = ви’ + +u=0, (34) 
и(0) =а(8), и(1) = (8), (85) 
在 此 问题 中 小 参数 e 不 但 含 于 微分 方程 ， 而 且 包 含 在 边界 条 
件 内 . 
、 ЭП, «ом BC) 对 于 任意 正 整数 如 可 展 为 


a(s) = > alay+ Q (8+1) (s 一 0)， (86у 


BCe) = > 81B; 十 О (+1) (s—0) . (87) 
摄 动 问题 (84)，(35) 的 精确 解 为 ， | 


и, (z) = a Je + ( 1—8 Jer, (38) 


g™— e" в” 
其 中 pi= р (8), pa 一 pa(8) 是 特征 方程 
вр? +-р+1=0 
的 两 个 根 , 它们 有 如 下 的 渐 近 式 : 
абв) = (1 4814) = —1+0(8), И 
(89) 
раб) = 1-0-1 (1-4) = — e i+1+0(2. | 
H (89) Я, М 8—0} о —1, 站 一 一 ce。 利用 展开 式 
(36) 和 (87) 可 将 表达 式 (38) 写 为 - 
и, (a) = Вов" -H (00— Boe) ee +0 (e), (40) 
此 式 对 于 充分 小 的 6 在 区 间 0<w<1 内 处 处 成 立 ， 在 (40) 中 
函数 e-%" 有 如 下 的 估计 : 
в —=0(8") (5>0, 8—0), (aD) 
其 中 为 是 任意 正 整 数 ， 因 此 ww) 在 0<z<1i 内 当 s 一 0 时 
的 非 一 致 收敛 性 明显 地 表现 出 来 ， 对 于 区 间 0<wz<1 内 任意 
一 个 闭 子 区 间 0<6<5<1 下 面 浙 近 展开 式 一 致 成 立 , : 
us (G) = Boe' -+ O (8), (42) 
在 2=0 附近 表达 式 \40) 中 的 第 二 项 当 8-0 时 不 是 一 个 微 
小 的 量 , 其 中 第 一 项 Boe “是 退化 问题 (8= 0) 
Гомо, + о = :0, 
u (D = :Bo 
的 解 ， 但 它 不 满足 条 件 uo (0) = ao (BRE Вы), 我 们 不 能 
在 整个 区 间 内 以 Boe 二 ”作为 w 人 好) 的 近似 ， 因 此 摄 动 问题 
(34), (85) 是 奇异 摄 动 问题 . 
例 6 在 单位 图 @:0<p<1 АННЫ 
题 : 


(43) 


Г.и, == е? 4u—u= h (e, y), 
u|, == 0, 
其 中 4 是 二 维 Laplace Я. 与 摄 动 问题 (44) 相应 的 退化 
问题 是 


(44) 


Louo= — чо= ћ (о, y). (45) 
ШН Ао, р) ЕЕЕ, ARBED 9 K 
fE ч| „1-0. 因此 摄 动 问题 (44) 当 s=0 退化 为 问题 (45) 时 
边界 条 件 完全 失去 ， 它 的 解 ule, ДМ s->0 时 在 整个 圆 内 
不 存在 一 致 收 伊 的 极限 ， 事 实 上 ， 
u= Ар, P) EPOR, he +0(8), (46) 
其 中 (p, ре, 水 (p) 是 平滑 函数 (将 在 正文 中 给 予定 
义 )， 表 达 式 (46) 对 于 充分 小 6 在 整个 圆 0<p<1 内 处 处 成 
立 , 但 下 面 浙 近 式 


и, = —№(р, p) +O (e) (47) 
只 在 图 0<р<1 内 的 闭 子 区 域 0<p<y<1 上 一 致 成 立 , 因 
此 摄 动 问题 (44) 也 是 奇异 摄 动 问题 . 


以 上 我 们 列举 了 六 个 奇异 摄 动 的 例题 ， 它们 的 共同 特性 
是 ， 这 些 问 题 的 解 и, 作为 е 的 函数 , 当 s->0 时 在 所 讨论 的 
区 域内 出 现 了 非 一 致 收敛 性 ， 具 有 间断 的 极限 函数 ，s= 0 是 


* 的 奇 点 ， 但 这 些 问题 之 所 以 产生 非 一 致 收敛 性 的 原因 是 不 . 


同 的 ， 在 鲍 工 和 例 2 中 是 由 于 所 讨论 的 区 间 是 半 无 界 区 间 而 
产生 ， 在 后 面 四 个 例题 中 是 由 于 小 参数 е 含 于 微分 方程 的 高 
阶 导 数 项 , 当 s 一 0 时 摄 动 方程 降 阶 , 在 边界 的 一 部 分 ,或 者 在 
金 部 边界 上 失去 边界 条 件 而 产生 ， 后 者 按 Prand 机 中 边界 . 
吧 理 论 属于 边界 层 型 奇 拭 摄 动 问题 ， 出 现 非 一 各 收敛 性 的 边 
界 附 近 称 为 边界 层 、 


本 书 主要 研究 小 参数 在 高 阶 导数 项 的 微分 方程 奇异 摄 动 
问题 , 特别 是 偏 微 分 方程 奇异 摄 动 问题 。 这 些 问 题 常 产生 于 
流体 力学 、 弹 性 力学 .量子 力学 、 声 学、 光学、 化 学 反应 和 最 优 
控制 等 许多 重要 领域 。 在 Friedrichs 文章 [?] 中 详细 曾 述 了 
数学 物理 中 常 出 现 的 这 类 问题 ， 关 于 化 学 反应 和 最 优 控制 方 
Jl O'Malley 在 他 的 书 [8] 中 作 了 很 好 的 介绍 . 

奇异 摄 动 理论 和 方法 的 研究 自 1985 年 以 来 先后 相继 在 
苏联 美国 和 其 它 国家 过 勃发 展 起 米 , 成 为 应 用 数学 的 一 个 重 
要 领域 ， 处 理 奇异 摄 动 问题 的 方法 主要 是 渐 近 方法 ， 关 于 渐 
近 展 开 的 基本 知识 ， 我 们 把 它 写 在 书 末 的 附录 中 ， 供 读者 参 
考 ， 近 几 十 年 来 处 理 奇异 摄 动 问题 的 渐 近 方法 有 了 很 大 发 
展 ,其 中 关于 小 参数 在 高 阶 导数 项 的 奇异 摄 动 问题 (边界 层 问 
题 ) 主 要 有 Люсторник-Вишик 渐 近 方法 《 亦 称 边界 层 校 正法 
the method of boundary layer correotion) 和 реал ЛЕ R 
法 (the method of matched asymptotio expansions, 简 称 为 
匹配 法 ). 近年 来 还 有 多 重 尺度 法 ， 匹配 法 亦 称 为 外 展开 
和 内 展开 方法 . 关于 匹配 法 读者 可 参看 Van Dyke 和 
了 okhaus ”专著 ， 这 些 作者 在 自己 的 专著 中 对 该 方法 的 实 
践 和 理论 性 的 研究 作 了 详细 的 介绍 .关于 多 重 尺 度 法 请 参看 
NayfehtH aE 
” ЖЕТИП З Я Люстерник-Вишик 方法 ， 该 方法 
Е Люстерник #1 Bamar" 创建 的 ， 它 是 以 Prandtlesl 的 
正则 化 伸 长 和 边界 层 校正 这 两 个 思想 为 基础 的 ，Jioorepamg 
和 Вишик 不 但 创建 了 构造 浙 近 解 的 方法 , 而 且 建 立 了 严格 的 
数学 理论 基础 ,对 奇异 摄 动 理论 的 发 展 产生 了 重大 的 影响 . 现 
在 扼要 地 叙述 一 下 Люстерник-Вишик 方法 的 实质 . 

假定 @ 是 % 维 空间 的 有 限 区 域 , T 是 其 边界 . 现 考虑 摄 
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动 问题 4. 在 Q WR PR и, u, (а) W ЕЕ 


Г.и, = (0), v= (21, +, Wn) € Q, (48) 
在 边界 ГВЕН Z, 其 中 L, 是 依赖 于 小 参数 
ss>0) 的 线性 微分 算 子 ， 


L,= Lot eDit e?Lat -teL = Lot eL, (49) 
并 且 L, 的 阶 数 高 于 算 子 Lo 的 阶 数 ， 当 s=0 时 摄 动 问题 4。 
退化 为 问题 Ао; 在 相应 边界 条 件 № 下 求 方程 ( 阶 数 比方 程 
(48) 低 ) 

Lea = h (0), EQ | (50) 
的 解 ， 其 中 边界 条 件 D 是 边界 条 件 2 - Z+ Zh 的 一 部 分 
一 般 地 说 ， 退 化 问题 Ao 的 解 we 不 满足 边界 条 件 Za. Ak 
当 摄 动 问题 A, 退化 为 问题 4e 时 方程 降 阶 ,失去 边界 条 件 2, 
(参看 前 面 的 例题 )， 在 此 情况 下 摄 动 问题 A, 的 解 w(@o)， 作 
为 的 函数 , 在 失去 边界 条 件 的 那 一 部 分 边界 (或 者 全 部 边 
界 ) 附 近 当 s 一 0 时 要 出 现 非 一 致 收敛 性 , 它 的 极 跟 函数 是 间 
斯 的 , 正如 我 们 在 前 面 所 述 的 ，s= 0 是 и, (2) Вар, 它 的 物 
理 意 义 是 : 在 失去 边界 条 件 的 边界 附近 将 产生 边界 层 现象 .我 
们 所 举 的 六 个 例题 中 ， 后 面 四 个 例题 都 是 小 参数 在 高 阶 导数 
项 的 微分 方程 奇异 摄 动 问题 , 它们 都 具有 刚才 所 述 的 性 质 . 如 
梁 用 一 般 的 渐 近 方法 (正则 摄 动 法 ) 解 这 些 问题 ， 正 如 前 面倒 
题 所 表明 的 将 导致 错误 结果 .Joereptz 和 Вишик 提出 以 下 

方法 构造 摄 动 问题 (48) 的 渐 近 解 : 
先 在 区 域 @ 的 内 部 根据 算 子 L, 的 原来 的 分 解 (49)( 称 为 

第 一 次 分 解 ) 构 造 u, 为 以 下 形式 ， 
wot swit. t в", +++, (51) 

PRE aga (48), 

Г, (аро- вл А ewt *-*) (а) O (59) 
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ПОЛЯ №. 由 此 得 到 一 组 递 推 方程 , 在 相应 的 边界 条 件 : 
ТЕУ q ол. АЕ Люстерник #1 Вишик 称 为 第 
一 迭代 过 程 ， 其 次 , 由 于 这 类 问题 的 解 w% 在 失去 边界 条 件 的 
PETEA LRE EIER A PEGES, 为 了 消除 Ф 
=0 的 奇异 性 ，JfEiocrepHHR 和 Вишик 在 上 述 边 界 附 近 (我 们 . 
用 Г. ERE) INER Hi Co, p), p 是 边界 Г 的 内 法 线 ， 
P= (фа, `", Фал) EAR T EEFE JS, PARAD KSI 
入 新 变量 t= o/e MARR IE WK, 放大 边界 层 , WE u, BE t BQ 
变化 放 慢 " 变 化 速度 ， DRENT ET L, 的 第 二 次 分 解 . 


LD,—e*[MoteMit], ` (58) 
ЖЕ Г, 内 构造 u, 为 以 下 形式 ， > Е 
в (vot +++. на D. =i (54) 
要 求 它 满足 齐 次 方程 | г 
Lale" (о-в: --+..)] =0, (55) 


HERE D etw; 之 和 满足 所 有 边界 条 件 2. 由 此 可 得 到 
确定 函数 v 的 递 捧 过 程 ,JUoorepamg 和 Вишик 称 此 过 程 为 第 
СВЕ. ЖЕ о, 按 Люстерник 和 Вишик 的 
要 求 应 为 边界 层 型 的 函数 , 即 形 如 

о О 


的 函数 , 其 中 Р(2, р) p/s 的 多 项 式 (边界 层 函数 的 严格 
定义 在 第 一 章 ). 由 于 方程 是 线性 的 , 所 以 摄 动 问题 (48) 的 解 
и, НЫ т, 

и, = Ув t Dle, (57) 
因此 用 Люстернив-Вишик 方法 构造 的 渐 近 式 有 两 个 和 式 , 第 
一 个 和 式 是 在 区 域 Q 内 部 构造 的 ， 第 二 个 和 式 是 在 失去 边界 
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条 件 的 那 一 部 分 边界 附近 Г. 内 构造 的 。 第 二 个 和 式 称 为 边 
界 层 校正 项 , 它 是 用 来 补足 第 一 个 和 式 , 使 得 失去 的 边界 条 件 
得 到 满足 ， 以 校正 精确 解 u, 与 第 一 个 和 式 的 误差 。 鲍 8 中 
的 丽 数 —e- =°, 例 4 中 的 孙 数 -二 和 和 ow 以 及 例 5 中 的 
(ао — Вов)в"ө7*/° 都 是 边界 层 型 函数 .这 些 函 数 的 主要 特点 
是 它 只 在 边界 附近 有 明显 的 影响 ， 而 在 远离 边界 处 却 是 一 个 
可 以 忽略 的 量 ， 它 在 构造 奇异 摄 动 问题 解 的 渐 近 展开 式 中 起 
着 校正 作用 ， 使 我 们 最 终 能 得 到 在 R+T 内 一 致 有 效 的 浙 近 
EFR. | f 
Люстерник-Вишик 方法 主要 用 于 偏 微分 方程 奇异 摄 动 N 
题 ， 它 的 一 个 重要 优点 是 在 算 子 L, 的 第 二 次 分 解 (53) 中 , 它 
的 主要 部 分 № 关于 变量 是 一 个 常 系 数 的 常 微分 算 子 (只 
要 区 域 @ 的 边界 不 包含 退化 算 子 Lo 的 特征 部 分 )， 因 此 为 了 
确定 函数 v 只 需 在 一 定 的 边界 条 件 下 解 常 微分 方程 即 可 . 
当然 ,为 了 使 函数 o 具有 边界 层 性 质 ,还 需 给 予 一 定 条 件 ， 
Люетерник #1 Вишик 在 他 们 的 工作 中 提出 “ 正 则 退化 ”的 概念 
和 保证 正则 退化 的 条 件 , 这 里 有 代数 条 件 ( 见 第 一 章 § 5) 和 分 
析 条 件 ( 见 第 一 章 § 4. 他 们 还 研究 了 正则 退化 和 报 动 问题 、 
退化 问题 可 解 性 之 间 的 关系 ， 从 而 分 出 范围 相当 广泛 的 具有 
边界 层 现象 的 偏 微分 方程 奇异 摄 动 问题 .他们 还 研究 了 退化 
算 子 具有 零 特 征 值 的 情形 (Jioorepmg 和 Вишик 称 为 谱 上 问 
题 )， 边界 条 件 和 方程 右 端 振动 很 快 的 情形 ， 大 系数 问题 ， 初 
39 Cauchy 问题 以 及 特征 值 和 特征 函数 的 摄 动 问题 ， 他 
们 以 相应 问题 的 解 w 在 е0 有 青 性 (代数 的 或 分 析 的 , 或 者 
泌 有 代数 的 又 有 分 析 的 ) 这 个 统一 观点 用 他 们 所 创建 的 方法 
解决 了 这 些 问题 。 他 们 也 研究 了 非 线性 问题 中 ， 本 书 由 于 
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篇 幅 所 限 , 不 可 能 将 这 些 重要 研究 工作 全 部 收入 书 内 , 只 介绍 
边界 层 问 题 和 谱 上 问题 , 这 是 Люстерник 和 Bamar 工作 中 最 
基本 的 内 容 . : 

由 于 Люстерник-Вишик 方法 比较 简单 ， 又 有 严格 的 理论 
基础 , 因此 它 的 适用 范围 比较 广泛 , 在 许多 实际 问题 中 是 一 个 
行 之 有 效 的 方法 . I 

在 我 国 , 旱 在 1948 年 钱 伟 长 就 已 开始 利用 奇异 摄 动 方法 
研究 边界 层 问 题 , 把 它 应 用 到 弹性 圆 薄 板 大 搁 度 问题 23， w 
时 虽 未 用 奇异 摄 动 这 个 词 ， 但 其 内 容 与 现代 奇异 摄 动 理论 是 
一 样 的 。 所 以 说 , 这 个 工作 是 我 国 用 奇异 摄 动 方法 研究 边界 
层 问 题 的 较 早 文献 之 一 。 1979 年 在 上 海 召开 了 奇异 摄 动 理 
论 讨论 会 ， 我 国力 学 工作 者 和 数学 工作 者 提出 了 许多 篇 学 术 
报告 , 这 将 大 大 促进 我 国 奇 异 摄 动 理论 和 方法 的 发 展 . 

作者 在 前 面 已 指出 , 本 书 主要 介绍 Люстерник-Вишик Jy 
法 并 用 它 讨论 小 参数 在 高 阶 导数 项 的 偏 微分 方程 奇异 摄 动 问 
题 ， 关 于 常 微分 方程 和 常 微 分 方程 组 的 奇异 摄 动 问题 ， 近 十 
多 年 来 出 版 了 不 少 专著 ， 例 如 ，Wasowm4，Nayfeh 
О’МаЦеу 1 № Васильева, Бутузов: 等 著作 ， 这 些 作 者 在 
不 同方 面 作 了 系统 的 综合 介绍 . ; | 

本 书 共 分 六 章 ， 第 一 章 讨论 常 微 分 方程 奇异 摄 动 问题 
介绍 Люстерник-Вишик 方法 构造 渐 近 解 的 基本 过 程 ， 正则 
退化 概念 , 保证 正则 退化 的 充分 条 件 , 并 研究 了 摄 动 问题 В 
化 问题 和 正则 退化 之 闻 的 关系 以 及 余 项 估计 ， 所 有 这 些 讨论 
都 是 为 讨论 偏 微分 方程 奇异 摄 动 问题 作 的 准备 ， 第 二 章 研 究 
偏 微分 方程 奇异 摄 动 问题 浙 近 解 的 构造 和 余 项 估计 ， 主 要 讨 
论 小 参数 在 高 阶 导数 项 的 椭圆 型 方程 边 值 问 题 ， 还 讨论 了 单 
一 特征 线 方程 , 单一 特征 线 方程 和 椭圆 型 方 程 的 相互 退化 , 并 
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列举 了 一 些 特殊 类 型 边界 层 的 构造 ， 第 三 章 讨 论 线 代数 方程 
组 的 摄 动 问题 ， 主 要 讨论 退化 方程 组 的 系数 行列 式 等 于 零 的 
情形 , 还 研究 了 矩阵 特征 值 和 特征 向 量 的 摄 动 问题 . 这 一 章 所 
讲 的 内 容 有 它 的 独立 意义 ， 但 也 是 为 研究 偏 微 分 方程 的 谱 上 
问题 提供 思想 和 方法 .第 四 章 讨 论 米 提高 微分 算 子 阶 数 的 摄 
动 问题 , 在 此 问题 中 微分 方程 摄 动 项 的 阶 数 不 高 于 非 摄 动 项 ， 
但 非 摄 动 项 的 微分 算 子 有 零 特 征 值 ， 在 此 情况 下 退化 问题 未 
必 可 解 ， 利 用 第 三 章 的 方法 构造 了 这 类 问 题 的 渐 近 解 . 第 五 
章 研究 偏 微分 方程 奇异 摄 动 问题 主要 讨论 退化 问题 有 零 特 
征 值 情形 , 即 谱 上 问题 , 利用 第 二 章 和 第 三 章 的 方法 构造 了 渐 
近 解 ,并 对 余 项 作出 估计 ， 第 六 章 讨论 线性 档 圆 狸 微 分 算 子 
特征 值 和 特征 函数 的 摄 动 问题 . 最 后 , 在 附录 中 介绍 了 渐 近 
展开 的 基本 知识 . 

我 们 要 求 读者 已 具备 数学 分 析 .线性 代数 .向 分 方程 和 汉 
т (В Соболев 空间 ) 等 知识 。 初学 者 可 先 读 引言 、 第 
一 章 和 第 二 章 这 三 个 部 分 ， 
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ная | | 
常 微分 方程 奇异 摄 动 问题 


$1 线性 变 系 数 常 微分 方程 初 值 问 题 


1-1 И 在 区 间 [0, 1] 内 讨论 线性 变 系 数 
常 微分 方程 初 值 问题 


Lu, == Ти 8’ lytr "и Tz 2 = (0), (1.1) 
зц —0, 8=0, 1,2, .…, k—1, _ (1.2) 
da? |z=0 
аи | | 
|! = = ..., {— 1. 
Е ат 2-0 0, т 0, 1, 2, , l 1, ( 8) 
”其 中 ， и 
Ти a, (z) ay (2) = 0, (1.4) 
ј=5 他 


e>0 是 小 参数 ， 当 e0 时 方程 . 埠 退 化 为 低 阶 的 微分 方 
程 
Li =s (а) 20. 0 (а). (1.5) 

вужа зунан, 我 们 称 它 为 摄 动 
问题 A, 的 退化 问题 А0080), О (1.5) УО (1.1) 
退化 方程 。 因此 当 。=0 摄 动 问题 A, 退化 为 问题 до 时 微分 
方程 的 阶 数 降低 1 Bz, 失去 1 个 初始 条 件 . 

我 们 主要 研究 问题 ( 耻 DD， (1.2), ар uH 
s->0 时 的 浙 近 性 态 , 它 与 退化 问题 .5)，(1.2) 解 之 间 的 关 
一 18 一 


系 以 及 如 何 来 构造 «ИЕ, Юн S A.D, | 
(1.2), (1.3) ЭРЕ. Hi, 我 们 作 如 下 一 些 假定 : 
1) 设 方程 (1. 了 的 系数 gy(w) (1=0, 1，…, k+) 及 右 
端 h(w) 都 是 充分 光 渭 的 函数 ; 
2) 退化 问题 是 可 解 的 ， 即 初 值 间 题 (1. 辐 ，(1.2) 有 了 唯一 
J > 
3) 摄 动 问题 4。 关 于 е 是 一 致 可 解 的 , 即 算 子 Г, 有 逆 算 
子 Lrt 存在 并 且 此 道 算 子 按 某 种 范 数 关于 s 是 一 致 有 界 的 . 
1-2 边界 层 函数 ”我 们 在 引言 中 曾经 指出 , 形 如 Ó < 
(2>0) 的 函数 在 z=0 的 邻 域内 构造 奇异 摄 动 问题 渐 近 和 解 的 
重要 性 ， 它 正确 地 刻 划 了 奇异 摄 动 问题 解 и, 当 s->0 时 的 渐 
近 性 态 ， 它 和 退化 问题 的 解 相 у 
加 以 后 ， 可 以 补足 所 失去 的 定 ” 下 
解 条 件 ， 从 它 的 表达 式 可 以 看 
到 ， 它 只 在 w=0 附近 产生 影 
响 ， 当 远离 z=0 的 邻 域 ， 即 4 
евр, 这 一 函数 当 se->0 时 趋 
ETRE 了 ,具有 这 些 性 质 
的 函数 ， 按 Л. А. Люстерник, : 
М. H. Вишик 称 它 为 边界 层 函 | 1 
数 , 现 给 出 边界 层 函 数 的 严格 数学 定义 ; 设 Q 是 п 维 空 间 的 
ER, T 是 其 边界 ， 设 函数 о, (аа, ea, …， mm) =v (в) 是 定 
义 在 @ 内 ， p 次 可 微 并 且 依 赖 于 小 参数 sls>0) 的 函数 .车 函 
Зо, (zm) 满足 下列 条 件 , 则 称 它 为 有 (< 分 阶 边界 层 类 型 函数 ， 
1) йо, (0) АҢ р(р> 0) ИЖЕ ОРЕ 
ЖЕЗ ГТ в 2001—80, = 
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2) ЖЖ, (2) 的 大 阶 导 数 当 s—0 时 在 0 内 有 界 ， 而 
k+1 阶 导数 及 其 更 高 阶 导数 当 。->0 时 在 一 定 范 数 意义 下 
趋 近 于 оо; 

3) Во, (а) G< 阶 导 数 在 人 名 上 当 。 一 0 时 趋 近 
FẸ. 

”对 于 一 维 情形 , EEP (a> 0) LRA о 0 的 典型 的 
开春 边界 层 函 数 有 


= х\ 25. 
вв в ‚(2 з, 
E 


其 中 ^>0(Ве^>№>0), РОБЕНЕМА, RE ЙЕ 3 
是 的 函数 , 此 函数 连同 它 的 p ЧОЧ € оо 时 其 增长 不 
超过 笑 函 数 的 增长 . 

NT n EE, SHE Q 是 具有 光滑 边界 T 的 有 界 区 
JR, p= (фі, Фа, t, Фла) 是 边界 Г 上 点 的 坐标 ， 在 P 的 
h(h>0) 46 Г, БУ А (р, p), 其 中 р 是 长 度 为 及 
М ГАЕМ Г 上 点 的 距离 ， 例如 C 是 Г 上 的 一 点 ， 
B 是 人 内 法 线 上 的 一 点 , p(B) 即 点 BB 沿 法 线 OB а) Гк 
离 , p(B) <h RINER А 18 T 的 法 线段 互 不 相交 ， 在 Г, 
W 38236 Е Bra PLE 6 ОВ 


“=> (32), ие, Же) 


其 中 P(E, pg) 是 的 多 项 式 ， 其 系数 依赖 于 g， 或 者 一 般 地 
是 的 函数 , 此 函数 关于 的 导数 当 &->oo 时 其 增长 不 超过 
震 函 数 的 增长 ， 一 A(g) 有 有 界 导数 , 并且 Вел №>0. 
ТЗРиЖЕКЫЕ НМ (1.1), (1.2), (1.8) 当 
s=0 ЗЕЕ ИИА НИ (1.5), (1.2), 方程 阶 
数 降低 ! ВТ, 失去 ! 个 初始 条 件 ,一 般 地 说 ; 退化 问题 的 解 不 


能 满足 失去 的 1 个 初始 条 件 ， 在 z=0 附近 摄 动 问题 的 解 
wo 变化 很 快 ， 当 s— 0 时 и, (2) 不 能 一 致 逼近 于 退化 问题 
的 解 , 与 退化 问题 的 解 可 能 相差 很 大 ， 此 时 w(o) 已 不 是 в 的 
解析 函数 ，s= 0 是 它 的 奇 点 .在 "= 0 附近 产生 边界 层 现象 ， 
2 一 0 的 邻 域 是 边界 层 区 域 ， 按 引言 中 的 分 类 ,这 样 的 摄 动 问 
题 属于 奇异 摄 动 问题 . 正如 我 们 在 引言 中 所 指出 的 ,如 用 正 
则 摄 动 方 法 , 是 不 能 得 到 这 类 问题 渐 近 解 的 , 必须 求助 于 奇异 
摄 动 方法 . 
现 用 Люстерник-Вишик 方法 来 构造 问题 (1.1)，(1.2)， 
(1.3) 的 渐 近 解 ， 
先 利用 算 子 L, 的 原来 分 解 , лан ( 称 
为 第 一 次 分 解 ) 构造 问题 4。 的 解 为 以 下 形式 : 
Wa (2) =o (2) Hew (z) +*+ EW (2) + (1.6) 
зоа (1.1), | 
Law, (20) = L, (apo (z) + вл (а) 
++ ew, (z) +) = (z) (1.7) 
和 初始 条 件 (1.2), REE z=0 邻 域内 引进 伸 长 变换 41 一 wy/s， 
将 2 一 0 的 令 域 拉 宽 ,对 算 子 五 可 作 一 新 的 分 解 ( 称 为 第 二 次 
分 解 )、 在 此 邻 域内 构造 问题 А, 的 解 为 以 下 形式 ， 
т, (2) = в" (vot evit е") (1.8) 
要 求 它 满足 齐 次 方程 ; 
Lavs (в) = Llet (wot ет. вчт) =0, (1.9) 
并 连同 м, (2), Вр 
| | Ws (2) +%, (2) -> в + 8* > 8“; 
满足 初始 条 件 代 .2 和 (1.3)， 亦 即 要 求 所 构造 的 函数 应 具 
有 近 界 层 性 质 , 起 到 边界 层 校 正 项 的 作用 。 
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- 对 应 于 第 一 次 分 解 的 求解 过 程 称 为 第 一 迭代 过 程 ， 对 应 
于 第 二 次 分 解 的 求解 过 程 称 为 第 二 迭代 过 程 ， 如 果 这 两 个 选 
代 过 程 得 以 实现 ， 由 于 方程 (办 是 线性 的 ， 则 可 求 得 问题 
AD, (4.2)，(1. 引 如 下 形式 的 级 数 解 : 

и. (x) = (wt saqi + EW +.) 
Het (ot ёл .- "+", +. `), (1.10) 
现在 来 详细 阐述 这 两 个 过 程 ， 
1) 第 一 迭代 过 程 . 由 方程 (1.7) 我 们 有 


L(Y shn ) = {n+ 8"ax+e (G) Tar) 
x (>: ец) = №2). (1.11) 


在 上 一 方程 的 左 端 合并 в ПЕНН, EA 
到 逐次 确定 函数 wow), we), = 的 递 推 方程 ， 


Liu = h (a), 
Гуа = — Гуло, 
Lywa = 一 Ly+101 — Ly+2Wo, (1 . 12) 


f*oqooooocoooooooooeso.............. 


14) 
Ти — 2) LÀ, (4=1, 2, eD, 


Ж ГА] =minG, D, Li, masa (2) 4 ra. (1.12) 中 的 第 一 


个 方程 就 是 退化 方程 以 .分 ， 而 其 余 的 方程 也 都 是 线性 常 微 
分 方程 , 它们 和 退化 方程 (1. 汉 的 差别 只 在 于 右 端 项 ， 根 据 首 
推 过 程 , 这 些 方程 的 右 端 都 是 已 知 函 数 , 但 问题 是 作用 在 已 求 
得 的 函数 ол (о) 上 的 算 子 其 阶 数 是 高 于 L, 的 微分 算 子 ， 因此 
必须 假定 算 子 І, 的 系数 a, (о) ИНЬ) 应 充分 光滑 以 保 
证 这 些 方程 连同 初始 条 件 (1.2) 足以 确定 函数 wi(w) G= 0, 
1, 8). Е 
— 20 = 


2) 第 二 迭代 过 程 ， 在 x=0 的 邻 域 内 引入 伸 长 变换 


¿=z/8. (1.18) 
于 是 有 | | 
- аа d pit (1.14) 
dæ dt? dæ ай? 、 
因此 
k rar 
8*L, 一 S cta 1O d’ “u Mag et" apir (2) = 
r= = 


=F etta; (et) au Y an (20 Ч. (1.15) 


根据 假定 , Л.П М a (2) (1=0, 1, =, НОЖ 
ЕЕ АХ. 我们 在 点 == 0 的 邻 城内 展开 这 ЖА, 


a; (æ) =а,о-|- 5а, s,00 Нар N+1,0 (ут 


і 
ч 


= qot @;, в, ов + ertia, N+1,0 (z) tL (1 . 16) 


其 中 a;,o = q; (G) [#=0, а;, з,0 = 2-0 Prg а; (2) | == =0. 
H j<k ВРАТ Pe dF a, (a) Я 


a; (8) = a; o + i 5 43, в,08" В Та дауда, o (0) tN lth 

1.17) 

HT. ӘХ (1.16) G> К (1.17) G< yl 

代入 CL.15) 右 端的 两 个 和 式 内 , 合并 关于 е ПИВОМ, 我 们 得 
到 x 

"Гц M ou + > Вили, (1.18) 

其 中 


аи 


Мои= Уа анг 


ЖИТ, 


(1.19) 
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1 k+r, k- 
Russ F tarr,1,0 ma- F @к-1,0 аи, 
it, Ru a<;< N) 是 线性 微分 算 子 ， 其 系数 是 次 数 不 
STi tR Rr 是 线性 微分 算 子 ， 其 系数 是 形 如 
as n (a) 的 函数 与 次 数 不 超过 YY 上 LI 的 二 的 宪 函 数 的 乘积 , 
如 此 我 们 得 到 原来 线性 微分 算 子 L 在 z=0 附近 的 新 的 分 
#. 


(1.20) 


Lu=( Ma 2 Ви + er уча). | (1.21) 
因此 为 了 确定 函数 wo ть, …, 由 方程 以.9) 和 表达 式 
(1.21) 得 到 
0=L,[e*(vot+ evt tev, t+)] 

- (+> ау.) 
X (vot Evt "+ е"), (1.22) 


ЖЕ (1.22) rh &3Ë ° 的 同 宕 项 并 令 st 的 所 有 项 为 零 ， 则 得 到 确 
ХЕ vo, 4, "7", Un, °" 的 递 推 方程 : 


l +", 
Movo= È) ptr,o ТАТА = 0), (1.28) 
$ 
Моц У Вл, i=1, 2, «s, (1.94) 


J (1.23) 是 一 齐 次 的 常 系数 常 微分 方程 ， 方 程 (1.24) 是 非 
齐 次 的 常 系数 常 微 分 方程 ， 它 和 (1.28) 的 差别 只 在 于 方程 的 
右 端 , 而 左 端的 线性 微分 算 子 是 同一 个 ， 在 一 定 初始 条 件 
下 我 们 逐次 解 方程 (1.23) A (1.24) 即 可 得 到 所 要 求 的 函数 
00, 04, °, Om …。 现 在 的 问题 是 , 如 何 保证 这 些 函数 具有 边 
界 层 性 质 ， 连 同 第 一 迭代 过 程 中 所 求 得 的 w 使 所 有 初始 条 
件 亿 -芳和 代 .3) 都 得 到 满足 ， 为 此 我 们 需要 研究 方程 (1.23) 
的 特征 方程 . 
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14 正则 退化 方程 (L.23) 的 特征 方程 是 
È anir, oht" 0 


1 
或 У) анай" 0. 
l 
A Q Q) = 24 а.о, 
则 有 
Ы = 
AQA) = È arer, oA =0, (1.25) 


车 方程 红 .25) 有 1 个 相 异 的 根 ， 并 且 这 些 根 具有 负 的 实 
数 部 分 , 即 有 
— №, А, +, —М(Вем>0) 
143, W Jy (1.25) 与 一 入 相应 的 特 解 是 | 
Ф = exp(— ut) -exp( 一 =), (1:25) 
W E e= 0 的 邻 域内 具有 边界 层 性 质 , 即 
o| == = 0. 
7118 (1.23) ИН 
-bo exp(— №) = >e, exp( 一 №. (1.27) 


В (1.23) 的 边界 层 类 型 的 通 解 有 ? 个 自由 度 ， 如 果 给 
子 工 个 初始 条 件 ， | 


чо 
ав" 1-0 


2718 (1.28) МУ vo 是 唯一 存在 的 ， 事实 上 ， 将 Q. 27) 代入 
(1.28), 我 们 得 到 确定 1 个 常数 o, 的 线性 代数 方程 组 

Уа (м), (r=0, 1, 2, ==, 1-10). (1.29) 
方程 组 (1.29) 的 系数 行列 式 是 Vandermonde 行列 式 ， 根 
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=b, (r=0, 1, 2, 1-1, (1.28) 


据 我 们 假定 , REA (1.25) 的 根 是 相 异 的 , 故 方程 组 民 .29) 
有 唯一 解 . 

在 以 上 讨论 中 特征 方程 仁 .25) 的 根 具 有 上 面 所 述 性 质 是 
Ж. 71 (1.25) АНГЛ, ЖАО 
实数 部 分 是 负 的 ， 则 称 问题 А, 正则 退化 为 问题 Ао. 正则 退 
化 不 但 保证 构造 边界 层 函 数 的 过 程 得 以 实现 ， 而 且 还 可 用 以 
研究 问题 4。 的 可 解 性 . 

在 后 面 的 讨论 中 我 们 假定 问题 4, 是 正则 退化 的 . 

15 二 重 迭 代 过 程 现 将 第 一 送 代 过 程 和 以 第 二 次 
分 解 为 基础 的 第 二 选 代 过 程 结 合 起 来 ，“ 措 配 ” 求 出 wo vo 
03, Vs …, 我 们 将 这 一 求解 过 程 称 为 二 重 迭 代 过 程 . 

ЖК (1.10) 一 般 地 是 浙 近 级 数 ， 我 们 只 限于 取 具 有 余 项 


的 有 限 和 , 即 求 u, 为 以 下 形式 ; _ — 
u= И EV yt 8" 1, (1.30) 
其 中 | 
У а= 00+ ewit -+ в", (1.31) 
Vy= votent ву, (1.32) 
в", ERI, 


为 对 称 起 见 , 令 ap aga, a m=: ..==20y=0. 
利用 算 子 L, 的 第 一 次 分 解 ， 即 方程 尽 . 二 的 左 端 得 到 展 
开 式 


LW, —h= (2, + > Eager (2) ==) ( $ в\ ) —й. 


| (1.33) 
利用 算 子 L, 的 第 二 次 分 解 民 .21) 得 到 展开 式 


(вр) (Mot 81+ а)(Уеҹ). (1.84) 
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ЖЕЛЕЗЕ, (1.38) Ж (1.34) rh АЗ е BJ BJ EMH > s (s =0, 
1, +, nn) 的 所 有 系数 为 零 , 我 们 又 得 到 确定 w 和 名 的 递 扒 
239 (1.12) #I (1.28). (1.24) (在 (1.34) 中 当 k>1 RF J N = 
ntk, ЕСТ Меп, РЕ 6220), 


Tara -- h (2), 
Lyw; = -5 ПРОТА (2=1, 2, "””, п), (1.12) 
r=1 
规定 Larirs 寺 0 (8220). 


а! 


1 
Мото = > CNAr,0 一 0， (1.28) 


Me Ba (8-1,2, 2, +b). (4.28) 


如 此 我 们 有 

=" Хи, LeletV n) = anti. (1.35) 
于 是 L,Z,=—(K,+Y,), (1.36) 
其 中 一 se (Х,У) 是 sntt(s>1) ИНН, Х,+Ь, 
在 Banach 范 数 | | 下 是 一 致 有 界 的 ， 即 Х,У, 000) 
(8—0). 
й 为 了 构造 确定 w 和 o 的 二 重 迭 代 过 程 ， 使 得 м; TI о, 按 
初始 条 件 连接 起 来 , 我 们 将 u, 的 表达 式 (1.30) 代 入 初始 条 件 
(1.2) (01.3), 要 求 其 中 er(r<n) 的 系数 为 零 ， 以 得 到 и, 和 
“应 满足 的 初始 条 件 。 由 《.30), MA.D, (1.3) #109 


dëu. BW. | ds (ек, +в) ! 
0= =. = R | 8 n | 
da jx=0 (l° |1=0 +e ай [250 


dZ | ds ( n А ) | 
n+1 no! = i 
о ао 


з/п 8 
+ 
Ë N I t=0 do? (а-о 


(s=0, 1, 2, =, k—1, k, =, 41-1), (1.37) 


在 ( 代 .37) 的 前 个 方程 中 合并 s WARIS s" (т) Ж 
数 为 零 , 则 得 到 | 


或 


ds| Ов | $=0, 1,2, -.., k-i; 
а? ao де о 
(规定 当 r>0 Ње. =0), 
Щз (то ОВЕ (1.38) ir КИ š H i Кт, 
WTF АЯК k 28 


аа; |. КЕ ака. | т=0, 1, °... 1—1; 
dH | аа а-о (2—0, 1, 2, пъ 
(1.39) 
MEH r>0 时 м, =0). 
Е (1.37) ЖЕ 
Ф. у (s=0, 1, 2 =, 4-1), (1.40) 
dat aso * n5 A , 


从 而 我 们 得 到 wli = 0, 1... п) a 4= 0, L,e, ntk) 
应 满足 的 初始 条 件 (1. жа 39), 以 及 确定 wi 和 o, 的 相 
应 初 值 问题 : 


Liwo= hlaw), 
{ 4 
Li, = 一 之 Галуу Lerits=0 (s>0), (1.12) 
(š=1, 2, +... m) 
da, | 2 _ а | 8=0, 1,2, ..., k— 1; 
dz° :s=0 PTG o| ¿=0, 1, 2, = n ‚ (1.88) 


4—,==0 (г>0). 


-> 26 ,一 


于 
f М ооо = Уан а =0, (1.23) 


Mov: = -> Вл, (4=1, 2, =, n+k), (1.24) 
i 4, | dr aw, | | 
а" 1-0 dat |z=0 
=0, 1, 2, ==, 1-1, 
И = 0, L 2, --., n+ 
wr 二 0 (7>0), 
~ 由 于 w 和 о, 所 满足 的 初始 条 件 有 (1.38) 和 (4.39) 这 样 的 关 
系 式 , 我 们 可 以 成 对 地 确定 Wo, 005 Wi, V, Чаю, Untk 


(1.39) 


_ АЕ (1.38) ф 5 4=0, 1158] 
Su 0 (s=0, 1, 2, 一切， 
ах : #=0 


这 就 是 初始 条 件 (1.2), 因此 w 是 退化 问题 Ао 的 解 . 
假定 wo 已 求 得 , 在 初始 条 件 民 .39) 中 令 4=0， 则 得 到 vo 


应 满足 的 初始 条 件 ; 
dpo = аго | 
k T: k = А 
и | dg” а-0 (1.41) 
& vo : = y= 2... — 
25+" :1=0 0 G 1, ? , 7 1) ` 


根据 1-4 的 讨论 , 在 问题 4。 正 则 退化 的 情况 下 初 值 问题 
(1.23), (1-40) 有 唯一 解 〈 条 件 (1.41) 只 是 条 件 (1.28) 的 特 
殊 情 形 ), ЭЁН w 具有 (1.27) 形 式 ， 因 此 是 边界 层 类 型 的 函 
%. | 
Я ТЖ и, BJ WB sk BJ R Br Et 3 tus ИИА Ia] Bi (1.12) 
- (#21), (1.38) #1(1.24), (1.34) 0—16, 
现 用 归纳 法 来 进行 论证 . 
假定 对 一 数 放 <n)， 当 7<i 时 ,我们 已 求 得 所 有 w, 和 
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vw» 屠 末 在 (1.13) 的 第 5 个 方程 的 右 端 以 及 初始 条 件 (I.38) 的 
右 端 都 是 已 知 函 数 .， 根据 假定 , 退化 问题 До 是 可 解 的 ,因此 
相应 的 非 齐 次 方程 C1.12) 在 初始 条 件 (.38) 下 有 队 一 解 w. 

对 于 初 值 问题 (i.24)，(1.89), 其 方程 与 方程 (1.23) 的 
差别 只 在 于 一 个 是 齐 次 方程 , 另 一 个 是 非 齐 次 方程 。， 根据 假 
定 ,方程 (1.24) 和 初始 条 件 ( 民 .39) 的 右 端 也 都 是 已 知 函数 ,我 
们 可 以 求 非 齐 次 方程 人 .24) 的 通 解 为 齐 次 方程 的 通 解 与 非 齐 
次 方程 的 一 个 特 解 之 和 的 形式 , 此 外 , 为 了 达到 我 们 构造 渐 近 
解 的 目的 , МАНЕ ВЯ РА Же о, 都 应 是 边界 层 类 型 的 函数 ， 为 此 . 
我 们 证 明 下 面 一 个 引 理 . 

5181 方程 (1.28)，(1:24) 的 解 vi=0, 1, 2, …, п) 
有 以 下 形式 


= > P, (Dea, (1.42) 
r=1 


其 中 Ps 人 是 上 的 多 项 式 . 

证 明 212—000, 按 公式 (1.27) 这 一 论断 是 成 立 的 ， 假 
定 对 一 切 ws<s: 一 切 这 一 论断 成 立 , 现 证 当 s 一 时 论断 亦 成 
立 。 根据 我 们 对 算 子 ,在 w=0 附近 所 作 第 二 次 分 解 , 我们 
知道 , Rls<n) 是 一 线性 微分 算 子 , 其 系数 是 次 数 不 超 过 s 的 
t 的 多 项 式 . 按 归纳 法 ， 假 定 所 有 vs<i 一 1) 都 具有 (1.42) 
形式 , 因此 方程 (1.24) 的 右 端 亦 具有 此 形式 , 我 们 把 它 表示 为 
bi: 


b= > bri | (1.48) 
Ви = $ Corite rt (1 ` 44) 
8=0 : 
现 以 ba HEW, 利用 常数 变易 法 求 方程 
Mo, = br е! .45) 


的 如 下 形式 的 特 解 : . 
ва S а,в, (1.46) 


KAER Е АВ ЯЕ (1.24) ВЈ Bm 
=> 2, | (1.47) 
Мох =b.. 


方程 (1.24) 的 通 解 可 用 此 特 解 加 上 相应 齐 次 方程 民 .28) 的 通 
解 (1.27) 得 到 , 故 有 


s= + 216 exp(— MD. (1.48) 
i= 


Мт н (1.46), (1.47), (1.48) #18, 2718 (1.24) ИЖЕ 
(1.42) 形 式 ,于 是 引 理 得 证 . 
将 表达 式 (1.48) 代 入 初始 条 件 (1.39) 就 得 到 确定 系数 o. 
的 线 代数 方程 组 , 根据 前 面 的 讨论 , 这 一 方程 组 在 正则 退化 的 
条 件 下 是 唯一 可 解 的 . | 
因此 初 值 问题 (1.24)，(1.39) 有 了 唯一 解 %, ЖН w 是 边 
界 层 类 型 函数 .. . 

”着 和 迭代 过 程 到 n+ k 步 为 止 ,我 们 即 可 求 得 所 要 的 wo, vo 
Wi, Viy Wnr, Pare 从 而 得 到 奇异 摄 动 问题 А, М и, 的 浙 
近 展 开 式 (1.30). 

16 ЕН 我 们 知道 余 项 se"+1Z。 中 的 函数 Z, WW 
АЖ (1.86) 


L,Z,= — (X,+Y,), (2.36) 
和 初始 条 件 (1 .40) 
<|. ys (s=0,1,2, =, ЫЈ), (2.40) 


Д Х,У) ЭР R (И, Ба а) А 
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"+ (а>), Х,У, Ш e->0 0, L| F-- 
致 有 界 : X,+Y,|=0G(), | |Æ Banach ў. 

如 能 证 得 函数 Z, 在 一 Banach 范 数 1 |: 下 是 -- 致 有 
界 量 , 即 1Zja=OGD， 那 末 我 们 就 得 到 渐 近 式 忆 .80) 的 余 项 
估计 , 它 的 阶 数 是 O4ss :为 此 我 们 构造 函数 И EREE 
区 间 [0, IAA k+1 阶 有 界 导数 并 且 满 足 初始 茶 件 (1.40)， 
例如 可 构造 它 为 以 下 形式 ， i 


1 y , 
Z = — Xs, (1.49 
Ар = р> = x (1.49) 
如 此 可 将 Z, 分 解 为 ZE 和 Z 之 和 ; 
Z,=Z L Zo (1.50) 
20 是 下 面 初 值 问题 的 解 
Ты = -- (K, Y. L Z), (1.515 
(2 : 
225 -| =0 (8=0, 1, =, 0—1), (4.52) 
#=0 


ЖА: (1.52) EZ ВЕКЕ. 

在 这 一 节 的 一 开始 , 我 们 曾 假定 摄 动 问题 А, ЕП 
的 , 即 算 子 L 有 逆 算 子 LT 存在 并 且 此 逆 算 子 按 某 种 范 数 关 
T e 是 一 致 有 界 的 ， 现 给 出 L;t 一 致 有 界 的 精确 定义 ， 即 当 
0<s<80 时 ， 对 满足 沁 始 条 件 (1.52) 并 使 L, 有 意义 的 一 切 
函数 《有 如 下 不 等 式 成 立 ， 

им 2а? о. з, (4.53) 

其 中 se 1 а2220 都 是 常数 ， | ia | | Æ Banach 范 数 , #5 
#& | | 可 取 在 LLO, 11. 

根据 方程 (1.51) 和 条 件 (1.53) 推 得 


АР < XAH PiP. (1.54) 
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Ат 12,1125 12+ AAT (1.55) 


因此 2, 在 | 1. 范 数 下 是 有 界 的 . 

综合 以 上 讨论 , 我 们 得 到 如 下 结果 : 

定理 1 车 二 问题 4o。 有 唯一 解 

2) 奇异 摄 动 问题 А, 正则 退化 为 问题 As; 

3) И L 在 (1.58) 意 义 下 一 致 有 界 ; 

4) 方程 (DD 的 系数 和 右 端 画 数 充 分 光滑 ， 足 以 使 二 重 和 
代 过 程 能 够 实现 . | 

ИНАЯ (1.1), (1.2), (1.8) 的 解 w(o) 有 渐 近 展开 式 
(1.80) ~ (1.82), 其 中 a, т 是 分 别 解 初 值 问题 (1.12)， 
(4.38) 和 (1.23), (1.24), (1.39) 得 到 的 , RRK |e" Z= 
О(а®+1) 

表达 式 (人 .30) 还 可 改写 为 


n ntk _ 
Vs = > EW; +> в, Olet, (1.55) 
i= į= 


其 中 = eto E k НН. 


$2 ВЕ НИНУ 值 问题 


_ 21 微分 方程 问题 在 区 间 [0， 1) 内 解 线性 变 系数 常 
微分 方程 边 值 问题 Ae; 


м5 аа) 0ч Уу "ак. (2) ии), (2.1) 
d'u = 21у 48| -z 
Z aao 0 (s=0, 1, ‚ kı— 1), Ja aa о 
(s=0, 1, ..., 8—1; k a= k— в), (2.2) 


Ф" 


аи =0 (r= 0, 1, ... р = 0 


Чо" | ,-o ’ фе (а-а 
(r=0, 1, =, 1—1; 1,=1—1), (2.3) 
其 中 а, (2) +0, z€ [0, 1], 8>0, hA, а;(2)(4=0, 
1, =, ВНР E: [0, 七 上 的 充分 光滑 函数 
令 . 


k diw 
= . 2.4 
Lyw 2; Т“ ( ) 


当 2—0 时 方程 (2.1) 退 化 为 方程 (2.4), 摄 动 问题 A. 退 
化 为 问题 Ао: 在 区 间 [0, 刁 内 解 边 值 问题 : 


Loew =h(w), (2.5) 
d'w _ _ _ _ 
|. 0 G=0, 1L e, h—1), Фо | 0 
(s=0, 1, `` k,— 1; "e (2.2) 


在 此 情况 下 方程 的 阶 数 降低 了 在 端点 "=0 失去 五 个 边界 条 ` 


件 , 在 osil RE l 个 边界 条 件 , 共 失 去 工 个 边界 条 件 ， 此 时 
不 仅 在 zx=0 附近 产生 边界 层 ， 而 且 在 z= 附近 也 产生 边界 
层 . 

下 面 我 们 来 构造 边 值 问题 A, 的 渐 近 解 . 
22 基本 和 迭代 过 程 ” 第 一 送 代 过 程 和 初 值 问题 一 样 

利用 算 子 L, иж, Н.П т, jR H EX 

Wo, Wi, =", Wn o 的 递 推 方 程 (参看 方程 (i. 12), 在 相应 边 
界 条 件 下 解 这 些 方程 以 得 到 Wo, Wi, 20p - 

由 于 在 “=0 和 w=1 两 端 都 产生 边界 层 ， 因此 构造 边界 
层 沙 数 和 初 值 问题 不 一 样 ， 必 须 分 别 在 z=0 附近 和 wl 附 
近 将 算 子 L 作 第 二 次 分 解 ， 在 构造 边界 层 函 数 以 前 , 我 们 先 
作 如 下 的 假定 . 

1) 退化 问题 Ао 唯一 пи, 即 在 边界 条 件 (2. 2) 下 零 不 是 
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算 子 L, 的 特征 值 , 或 者 说 退化 问题 Ао 不 位 于 谱 上 ; 

2) 问题 4。 在 代 .53) 意 义 下 是 一 致 可 解 的 ， 但 此 时 函 
数 “ 应 满足 的 不 是 初始 条 件 (， 52), 而 是 边界 条 件 (2.2) 和 
(2.35. 

E 2—0 附近 算 子 L, 的 第 二 次 分 解 和 初 值 问题 一 样 具有 
1.18) 的 形式 (为 区 别 起 见 , 将 R, 记 为 Rio): 


N 
Lu=e( Mau > R, oute" Ву наи), (2.6) 
= 


其 中 
Ми ан ц, (2.7) 
Вин, 9 ти 十 Qk-1,0 =, (2.8) 
一 般 地 ， R. u << М) У УИН ВИН El. 
在 2= 工 附近 ,我们 作 代 换 Го Fe e 38 
h= Ie, (2.9) 


ЖИ (2.1) Ж аа) 6 z=1 附近 按 Taylor 公式 展开 ， 
我 们 有 


| a, (e) 一 0 和 +3 aje, À На ка, 1(@1i) 21 +1 


San +> aje 18i 8а; yki (G) (2.10) 
其 中 


aj, 1= a(S) (2-1, Gs, s17 


(—1)* d? | 
8! da 9 9) z=1 ° 


则 样 地 , % 了 < 时 只 需 展 开 (а) 5 


一 ss 一 


NS ss 
a, (z) 一 ji 十 > di,s, 18°% 


ОТЕ, 

即 可 . 将 表达 式 (2.10)， (2.1D) 代 入 算 子 L 的 原来 表达 式 并 
d — — ad di = ( — 一 了 L, 

2-е, (1) ap SAAT 在 


2= 工 附近 的 第 二 次 分 解 


L u= zf Mut S) e'R; и), (2.12) 
zi 
其 中 1 аи 
Mu=) ( 1) фе”? (2. 18) 


ЯТ Ria 类 似 于 В, << ND. 
我 们 构 尘 边 信 间 题 (2.1)，(2. 2, (2. 3) 的 以 了 形式 的 级 
ж. i 
и, = Wo H 803 4 +. ати, + ++ + gË (000) в. 

Heet erop He) e (а 202 

рем), (2.14) 
其 中 第 一 个 和 是 以 算 子 D 原来 分 解 为 基础 通过 第 一 近代 过 
程 在 一 定 边界 条 件 下 求 得 的 (参看 (1.11)，(1 .12))， 而 第 二 
个 和 与 第 三 个 和 是 将 算 子 L 分 别 在 2-0 和 w=1 附近 进行 
第 二 次 分 解 后 通过 第 二 迭代 过 程 在 一 定 初始 条 件 下 求 得 ( 参 
看 \.33)，( 民 .24))， 它 们 应 起 边界 层 校正 作用 ， 即 与 第 -— 
个 和 相 加 起 来 除 满足 方程 (2.1) 外 , 还 应 补足 失去 的 边界 条 件 
使 所 有 边界 条 件 都 得 到 满足 ， 为 了 能 使 构造 过 程 “ 搭 配 ” 地 
进行 ， 和 初 值 问题 一 样 ， 应 将 第 一 迁 代 过 程 和 第 二 迭代 过 程 
结合 起 来 , 为 此 ,将 表达 式 (2.14) 代 入 方程 (2.1) 和 边界 条 件 
(2.2),(2.3) ,注意 将 算 子 Г, 的 原来 分 解 作用 在 闭 数 ww 上, 将 
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第 二 次 分 解 分 别 作 用 在 函数 zf 和 09 E, 我们 有 


Kan А d: L r и dX+r 
Lu, = (Zas (2) w È 8 Aker (æ) Tr) Geo 十 8101 +. …) 


А+1 


+ в мо У е) о) 
= 


X (W H ev еч L...) 


Не Mit Ме, 


x (драк b аа) = (а), (2 .15) 


фи 9 А ， 
FRA - Мо i 20 十 十 SO 6) |<==o 
жете d° = (00 (0) 十 60 各 
ee 
(8= 0, 1,2, e А-1), | (2.16) 
аи, | da +" 
BT о ра бое, -- + а" + A Teso 
-He — dht" WP Hev 
ат `0 
ЕР...) [о 0 
(r= 0, 1, 2, ..., h=, (2.17) 
ф?и, і з 
аа? | :一 da X usa Her Wat) |а=1 
tame E OPen 
十 …. + 8" ...) = 0) 
ф=0 
(s=0, 1,2, ..., ka— 1), (2.18) 


ак, Ea 
d Tus => ШМ "(ао ewit e He Wt” >|, 


ат" 2-1 KP =1 
+67 z irr (vi + eP 
+e . |- g” MD 十 у) = 0 
| &=0 
(r=0, 1, 2, 1—1). 6. 19) 


ЖЕ (2.15) 36 e НИ, 关于 一 次 近似 Wo, 007, 00 ' 
我 们 有 以 下 的 方程 ; 


k 
Lao => a; (e) Tuo =h(a), (2.20) 
1 р (0) Ç 
Мио => @k+r,0 pi =0, (2 .21) 


0 k+r ато? 
MS => (—1) Gk+r,1 а — = =0, (2. 22) 


7798 (2.21), (2. 22) 是 常 系数 的 常 微分 方程 关于 高 次 近似 
w, oP 和 000 (421) H (2.15) BE 12 ЯНИЕ 
La — 2 Lao, G=1, 2, =), (2.28) 
[2] =minG, D, 
Hw? У) Ro, 6-1, э), (2.24 


мир -$ R nt (@=1, 2, =). (2.25) 


这 些 方程 的 左 端 分 别 和 方程 (2.20)，(2.21)，(2.22) 相同, 其 
. 差别 只 在 于 右 端 项 。 现在 来 定 出 边界 条 件 和 初始 条 件 ， 由 
(2.16) 令 s 的 系数 为 零 , 得 到 | 


„dw LË VR, - 5 | — 
dz° |2=0 十 dt t= +. (2.26) 


c (规定 v=0, 7>0) (s=0, 1, 2, …, 1), 
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M s= е, ?之 0 时 , 和 初 值 问 题 处 理 的 方法 一 样 , ИК 
十 7， 以 т 代替 区 得 到 | 
PEHY +7. | _0 (2.27) 


dit" |,=o даб" |20 
(规定 w-r=0, r>0) 
(r =, 1, --*, 1-1. 
同 理 ,在 2%=1 我 们 有 


а“; tuia =o = 

daf [г=1 dti o  ls=0 
8=0, 1, ---, k.— 1 ` 
2 2 ， (2.28) 
¿=0, 1, e 

dta. | Фал.) 0 
dtt | һ=0 ай" [= | 

r=0, 1, +, [4—1 
| 2 А (2.29) . 
$=0, 1, … 


ЗАП Ву Е Муза я ЗВОН (8 lj ИИ (2.1), (2.2), 
《2.3) 的 渐 近 解 , 当然 要 求 wP 和 ор 应 具有 边界 层 性 质 , 为 
此 必须 研究 方程 (3.21) 和 (2.22) 的 特征 方程 

2-3 正则 退化 ”对 应 于 方程 (2.21) 和 (2.22) 的 特征 方 
程 是 

> arar orr 一 0 . 


各 方程 > 1) арик =0 
t 
或 | № > akir, oM = 0, 


HD (— 1) tras, r =0, 


r=0 


令 000) =D) aisr", 


ф.00) = 5,00%" 
ДІ 
则 有 (№) =0, - (2.30) 
и, (u) = 0. (2.31) 
333 (2.30), (2.31) 2y | A ТЖ 个 相 蜡 的 根 : 
— №, —Ль, `, А, 
— Мл, T Ма, **°, T Mis 
并 且 这 些 根 具有 负 的 实数 部 分 Rek>0G=1, 2, °”., l), 
Вен>0($=1, 2, =, la), WIE (2.80), (2.318648 
009 =exp(— — м9) =exp( -Ż2) (2.821) 


和 


7 — ехр( — 1) =ехр (- 00) (2.321) 


都 是 边界 层 类 型 的 函数 .方程 (2.30),，(2.31) 具 有 边界 屋 性 
质 的 通 解 分 别 是 
(0) B, - 4 Аа: 
vh =e exp — X) =e exp ( — 2), (2.33) 
$=1 i=1 2 
290-9 d, охр( — mta) -5 d, охр(— Е, (2.84) 
. са ап £ 


其 中 о, 4 都 是 任意 常数 . 因此 表达 式 (2.33)，(2.34) 分 别 
ЖТ. ЛЬ НН, НА: (2.27), (2.29) ЖЗ 1 Br 
讨论 的 初 值 问题 一 样 ，o d, 可 唯一 确定 . 

在 上 面 讨论 中 特征 方程 (2.30)，(2.831) 的 根 满 足 所 述 条 
件 时 , 才能 保证 方程 (2.30),，(2."1) 的 解 具 有 边界 野性 质 . 如 
果 此 条 件 成 立 ， 即 特征 方程 (2.30)，(2.31) 分 别 有 二 个 相 异 
的 根 Л, А, 5, А, Та 个 相 异 的 根 一 wa， 一 ka，…， 
hh 并 且 这 些 根 都 具有 负 的 实数 部 分 , 则 称 边 值 问题 A, Е 
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则 退化 为 问题 4o 我 们 假定 问题 А, 是 正则 退化 的 . 

2-4 渐 近 解 的 进一步 讨论 ”级 数 (2.14) 一 般 地 是 渐 近 
级 数 ,我 们 只 限于 取 具 有 余 项 的 有 限 和 , 即 求 w 为 以 下 形式 ， 

u= Ў віщі $ 8140 + 295 80+ в. (2.85) 

| É 

W,= У вш, Әб w, УР =$ e P 
则 (2.35) 可 改写 为 
и, = Wt ey + зву 4-а", (2.36) 

此 时 方程 (2.15) 变 为 


ktr 
zu-{(S 0-6-5) 8" аұ+, (а) rr _ ) 


x (5, га) |= аа mat 2 > 17) 


х (È ewe J} Ë: (к-во 
х (m+ 5 > = В, 小 位 0 外 | 
вна й = hla). (2.159) 
根据 2.2, 如 递 推 方程 (2.20)，(2.23) 成 立 , 则 对 (2.157) 的 第 
一 个 花 括 号 来 说 有 下 式 成 立 
LW, = А (а) + ertiR,. (2.87) 
为 了 使 (2.157) 中 第 二 个 花 括 号 的 所 有 ei(i= 一 (Е E), 
= (Е) +1 e, 中 的 项 都 消失 ， 必 须 假定 Ми 
(210) C4 k1 时 假定 Ми), 此 时 我 们 有 递 推 方程 
(2.21) 和 (2.24) G= 1, 2, ..., №), ЖН 
L. (e W) = yo (9.88) 
М, 为 了 使 (2.15 人 ) 中 第 三 个 花 括 号 所 有 sr(i<n) 的 项 
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都 消失 ， 必 须 假 定 оп Е (k>15 (4 k<1 m 2 N> 
п--1—1,), 此 时 我 们 有 递 推 方程 (2.22) 9 (2.25) (&=1,2, 7, 
№), 并且 | 


І, (ау) = ану, (2.39) 
.为 统一 起 见 , 4Е (2.15) BAE PR 
N=nt+k—min(k, Ёа) (&>D, (2.40) 


Е 时 取 N —n+1—min(, L), UFR >t 因此 ， 
H (2.15), (2.57), (2.38) (2.39) 得 到 .Gu 所 满足 的 方程 

LZ, =— (X, +Y +Y, (2.41) 
МНЦ, а" (Х,У У) а snts(e>1) 的 有 限 项 之 
和 .将 (2.15) 中 w, оо, 000 应 满足 的 边界 条 件 (2.26),(2.28) 
和 初始 条 件 (2.27)，(2.29) 分 别 改 写 为 


dw) ар (520 1, 2, ..., 1) 
аР t=0 \5=0, 1, 2, -n 
| (2.42) 
(规定 009050, r>0), (2.43) 
САД = — Чо, | (220 1, 2, =, a=) 
da |2=1 dti ih=0 \2=0, 1, 2, n 
(2.44) 
(规定 002520, r>0), (2.45) 
dtr _ + ao y r=0, 1, ee, 1—1 
|110 Чо 2=0 Wa 1, e, N ) 
. (2.46) 
ато атар K 1, +, L, — 1 
a ало бе |а i=0, 1, -.., М ) 
(2.47) 
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. ( 规定 20-r 王 0， (r> 0), Шиа =E wx 二 0), 
(2.48) 


这 里 的 N = n+k— min (Ў, Fa. 
根据 表达 式 (2.35), H (2.16) ~ (2.19) 38, Æ SGAR 
所 有 项 消失 , 即 有 (2.42) ~ (2.48) д зл, 则 余 项 中 的 Za 应 满 


ви : ` _ а 
92 l oTa (80, Le, 0—1), (2.49) 
Tz, =, (s=0, 1, =, 4-71), (2.50) 


其 中 yp。 和 Ye MÆ EAZ. 

按 边界 条 件 (2.42) ~ (2.44) 解 方程 (2.20)，(2.28) 可 逐 
次 确定 wo, Wi, =, ws; 按 初 始 条件 (2.46) 和 (2.48) 分 别 解 
(2.21, (2.24) 和 方程 (2.23)，(2.35) 可 逐次 确定 op， 
000000, 1, e, TD), 不 但 如 此 ,根据 边界 条 件 和 初始 条 件 的 “ 
Е, атоо ас 

根据 2-3 的 讨论 在 摄 动 问题 A, 正则 退化 的 情况 下 , 函数 
中 ”和 000 都 是 边界 层 类 型 函数 (参看 (2.88)，(2.84))， 和 
初 值 问题 一 样 ,利用 数学 归纳 法 同样 可 以 证 明 wo 和 wh (¿= 
. 1, 2, …, 广 ) 也 都 是 边界 层 类 型 函 数 , 亦 即 有 类 似 于 $1 的 引 

НТУ. ALS (30.46), (1.47), (1.48)) 


vP = x Gij exp( — Аа) (2 .51) 


Г exp( —. mta) ) (2.52) 
(¿=1, 2, =, N), f 
其 中 Cy Ж і а/е 的 多 项 式 , d; 是 页 = 《1 一 2)/8 的 多 项 式 ,， 
令 


DO — 84°, (2 .58) 
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DP = aD (2.54) 
(¿=0, 1,2, ..., №, 
则 函数 509 和 29 分 别 是 页 ИНЬ 阶 边界 层 类 型 函数 ， 应 
指出 , 这 些 函 数 分 别 只 定义 在 =0 和 w 一 1 的 邻 域内 ,为 了 使 
它们 在 整个 区 间 [0, 1] 上 都 有 定义 ， 现 引入 平滑 函数 0 (2), 
在 [0, 匡 内 无 限 可 微 并 且 

1, z<1/3, 
(e) -{5 222/8, 
Еа УЖ wm 和 о аж 
函数 0, 


0<4(2) <1. (2.55) | 


бра) 509 р-а) 980, (2.50) 
根据 平滑 函数 的 定义 
00), хе [о, =>], у 
а = (2.57) 
а, seft 1] | 


在 整个 区 间 [0, 1] Е z, 是 边界 层 类 型 的 函数 . . 
至 此 我 们 得 到 摄 动 问题 (2.1)，(2.2)，(2.8) 的 浙 近 解 : 


n х 
Ш, = > ewt > et 十 Snt1Z (2.585 


最 后 , 还 须 对 余 项 Z, 作出 估计 . 
25 余 项 估计 根据 (2.41) 按 由 (w) 的 定义 ， 由 (2.57) 


янаса [о, -jat +] Еж 
1,2, = — (X ,+Y@) (2.59) 


和 
Тьй = = (Х,У), (2.60) 


其 中 X, YP M YP 当 ое <s ВНЕ О, 1) ЕВО. 
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мах -二 时 ， 所 有 表达 式 exp( -地 ) 及 其 导数 当 
=—0 пн е 的 任意 次 宕 还 要 快 地 一 致 趋 近 于 零 ， 由 于 函数 
几 有 界 并 且 有 有 界 导 数 ， 因 此 函数 由 (4z)exp( 一 入 之 ) 及 其 导 
数 当 o> -十 时 比 = 任意 次 等 还 要 快 地 趋向 于 零 ( 当 e->0 
В). ма 时 paaa) oxp -E= н 
Ж. 

因此 , еа 5, >| EXE i RER 

Т Траву A-a) 
比 +t ери ATE, 从 而 


Р), TE > =} (2.61) 
НУ, 是 有 界 函 数 ,因此 在 区 间 [0, 世上 有 
LZn = 9,0, в), (2.62) 


其 中 gw, в) = (Xa Y DELO, 1] E34 g — 0 PJ — S£ # 
界 , 即 在 一 Banach 范 数 | (ELTE 19.|-00. 

”如 能 证 得 函数 Z, 在 边界 条 件 (2.49), (2.50) 下 关于 一 
巴 拿 赫 范 数 | h-z, Вр 12,100), WRENN 
近 式 (2.58) 的 余 项 估计 , ZS Br Ое"), 由 于 边界 条 件 
@@.49)，(2.50) 是 非 齐 次 的 ， 我们 可 以 构造 方程 = 62) 的 解 
为 以 下 形式 : 

.Z,= Zb +2, (2.63) 
此 地 Z 是 一 辅助 函数 ， 我 们 要 求 它 在 区 间 (0, IA ktt 
阶 有 界 导 数 , 并且 满 足 边 界 条 件 (2.49) 和 (2.50), 例如 可 以 构 
造 它 为 +1 一 1 次 的 多 项 式 ， 其 系数 依赖 于 边界 值 we 和 Ч. 
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RIF, 函数 Z 将 是 齐 次 条 件 下 微分 方程 的 解 ， 


LZ? = (в, в) — L,ZO, (2.64) 

CZE | -0 G=0, 1, 2 th), (2.68) 
, 2-0 

ia ,=0 (8—0, 1, 2, ~, +1), (2.68) 
| | z= 


我 们 曾 假定 , 摄 动 问题 4。 是 一 致 可 解 的 , 即 对 一 切 满足 
齐 次 边界 条 件 〈2.65)，(3.66) 并 使 L, НЕХ № М Жи ж 
说 , 当 0<s<eo 时 有 如 下 不 等 式 成 立 ; 
[и ном (2.67) 
其 中 se Я 022-0 都 是 常数 , | |, | | № Banaoh 范 数 ， 范 
3k] 1 可 取 为 万 fo, 本 的 范 数 . 
根据 (2.64) ~ (2.67) 立 即 推出 (7, 1 的 有 界 性 


ба 1299 1012024, 0.68) 
вый. (2.69) 


因此 ， 关 于 摄 动 问题 (2.1)，(2.2)，(2.3) 我 们 得 到 如 下 
的 结果 ， | 
定理 2 НП 退化 问题 A 有 唯一 解 , Bl A= 0 不 是 算 子 


Уа) 6, 在 齐 次 边界 条 件 (2.2) 下 的 特征 值 ， 或 者 说 ， 


Ао 不 位 于 谱 上 ; 
2) ATL 在 (2.67) 意 义 下 一 致 有 界 ; 
_ 3) 奇异 摄 动 问题 A, 正则 退化 为 问题 Ao, 
4) 方程 (2.1) 的 系数 和 右 端 函数 充分 光 渭 ， 足 以 使 二 重 
迭代 过 程 能 够 实现 . 
则 问题 (2.1)，(2.2),(2.3) 的 解 wkz) 有 渐 近 表达 式 ， 
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n A _ 
Ug = > "qu t > в“ + "12, 
4=0 4=0 


=) вл ау в) + entig, 
(2.58) 
其 中 o, 是 借助 于 第 一 迭代 过 程 按 边界 条 件 (2.42) ~ (2.44) 
未 次 解 方程 (2.20)，(2.23) 求 得 的 ， 函 数 Ы, W 分 别 是 T. 
rfl B, 阶 边界 层 函数 , 按 初始 条 件 (2.46) 和 (2.4) 分 别 解 方 
程 (2.21)，(2.24) 求 得 ; 余 项 ss*+12,。 有 估计 式 
|Z, О (еч), 
26 例题 在 区 间 [0, 1) EMANS, 


ёи . ле du 2и 
3 А = 
g 8 віп ° J + 1 (0<z<1). 


(0) =w (0) =0, и(1)=0. 
这 是 三 阶 常 微分 方程 边 值 问题 ， 小 参数 е T = Wr Sk 3 
项 和 二 阶 导 数 项 中 , 当 e= ОВ 化 为 | 


Ги — в 


退化 方程 是 一 阶 常 微分 方程 ， 些 方程 的 特 解 可 以 取 为 o=, 
EARI =a — 1. 究竟 如 何 选取 ， 这 与 退化 方程 的 定 解 
条 件 如 何 给 出 有 关 , 而 且 它 直接 影响 到 边界 层 是 出 现在 4 一 0 
这 一 边 还 是 出 现在 x=1 这 一 边 , 还 是 两 边 都 要 出 现 ， 这 个 问 
题 将 在 下 一 节 进 行 详 细 的 讨论 . 

由 于 退化 方程 是 奇数 阶 方程 ， 即 不 =2j+L1 (此 时 
ki=0), (Па (2) = (— iam (2) = (—1)%а: (6) = 
1>0, 那 末 根 据 下 一 节 的 讨论 ， 退 化 方程 Гуо (а) 
条 件 应 给 定 为 


— à — 


dw _ O í ... А 
dæ! |1-0 0 (s=0, 1, = h), Ca |т=1 


(s=0, 1, +, ti—1)., 
WH 2 2.2) иж 1, ka= 1= k —1, 即 在 = 
4+1, =. 对 于 我 们 的 例题 来 说 ， 退 化 方程 应 有 一 个 证 
解 条 件 w|s-o=0，, 因此 оо 是 退化 问题 


Tow=92 一 1, %|,.0=0 


的 解 . 

这 样 ,我 们 的 奇异 摄 动 问题 当 s=0 时 在 z=0 和 w= 两 
端 各 失去 一 个 边界 条 件 w(0) =0 和 w(1) =1. 

我 们 先 求 一 次 近似 ， 函 数 wo 即 退 化 问题 的 解 ， 在 z=0 
附近 将 原来 微分 算 子 Г, 作 第 二 次 分 解 . 为 此 , 作 代 换 e= et, 


将 系数 sin < E z=0 附近 展开 : 


ma п _ 1 3 8 
sim = = р. 化 sr ) 化 十 
我 们 有 
4.2.9. d? _ d? А dš ag- 3 
dæ di? аа? d” dæ Ф? 
T of 一 mi sl (m 3 
sin 3 et 8—5 5 (5.) + 
代入 原 方程 左 端 得 到 
— _ du x du аи Фи , du 
L = —— — — -| =| 一 -| 
sh[u]==——a sin (2 et) ( dë и) 


-l w) лі du ， 
( 9/5 а 


! =— 0и 
故 有 Mou= që + dt 
z , duù 
Ви т: 


фо ово ооо ото са е 


类 似 地 , 在 w%= 工 附近 将 算 子 作 第 二 次 分 解 ， 设 1 一 z= st 并 
将 sin 可 2 在 %= 工 附近 展开 , 得 到 


Фи du du Lja? o du 
Llula= 9 Gu (Пур LYU |... 
eklu] ай ай 8 (9) n ай Ten 
3 2, 了 
故 有 f Mu= u _ Чи _ du 


d d а’ 


зоо со зо во о фо во часовое 


H (2.46) FU (2.48) 007, 000 应 是 下 面 初 值 问 题 的 解 ; 


435% doP 
Мо = – 5 十 一 (0 一 0 
90 аз di , 
gp | 
dt li-o ? 


% [1-6 = 00| 2 = —1 
(应 注意 , 此 时 k.=1, ka=0, I =l1,=1). 
第 一 个 方程 和 第 二 个 方程 的 特征 方程 分 别 是 
Мо (А) 一 人 (一 入 十 =0, 
uQ (u) = ulu? ш 1) =0, 


它们 有 根 №=1, ^= —1, 
_ THW5 — 5 +1 
о, 
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因此 各 有 一 个 负 的 实 根 。 按 正 则 退化 的 定义 , 这 一 奇异 摄 动 
问题 是 正则 退化 的 2 人?， oç) 有 以 下 形式 


v® =exp(—t)= exp( 一 =), 


— x 5 
р’ —exp( х5 +1 ь) 
— м5 +1 1—% 
ОР U Te) 


相应 地 (k = 1, ka =0), 


< 
207 = 2007? = а exp (-=), 


УБ +1, 1— z) 


vO = eP = — ехр(-— 
Е 


АП, 利用 平滑 函数 将 它们 “ 粘 合 ”起 来 , 并 记 
Я vo; 
=p (400 +p) 
= e (4s) exp( 一 全 ) 一 0(4(1—2)) 


—МБ-1 1-2 
хехр( 2 ` ). 
于 是 得 到 奇异 摄 动 问题 的 一 次 近似 

U = wt vme ор (4а)ехр( ——) 

—4(4(1-—®)) ехр (=t.e), 
利用 前 面 的 一 般 讨论 可 以 求 得 这 一 问题 的 离 次 近似 ， 此 
时 
N=n+l-min (0, L) =n+2—1=n+1l1, 
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63 摄 动 问题 的 一 致 可 解 性 


在 前 面 两 节 我 们 讨论 了 柯 西 问题 和 边 值 问题 解 的 渐 近 表 
示 ， 这 些 讨论 都 是 在 : 1) 摄 动 问题 一 致 可 解 、2) 退化 问题 有 
唯一 解 、3) 摄 动 问题 正则 退化 这 三 个 条 件 下 进行 的 ,在 这 一 节 
我 们 要 给 出 摄 动 问题 一 致 可 解 的 充分 条 件 ， 在 下 一 节 将 讨论 
在 什么 条 件 下 保证 退化 是 正则 的 ， 给 出 正则 退化 的 代数 判别 
法 则 . 

在 这 一 节 和 下 一 节 所 讨论 的 内 容 都 可 推广 到 偏 微分 方程 
情形 , 也 是 为 讨论 偏 微分 方程 作 的 准备 ， 

31 微分 方程 问题 的 提 法 在 区 间 0<w<1 AR K 
U, = и, (2) 满足 微分 方程 


Lim x Elkt; (а). ч 


(arl) 10) | 
和 边界 条 件 (2.2) 及 (2.3), 这 一 边 值 问题 , 和 以 前 一 样 , 我 们 
称 它 为 摄 动 问题 A. 

为 了 给 出 摄 动 问题 A, -一致 可 解 的 充分 条 件 ,我 们 将 边界 
条 件 (2.2) 和 (2.3) 根 据 £+i 是 奇数 还 是 偶数 这 两 种 不 同情 
况 来 重新 提出 . 

1) k+I=2(E 4h) 偶数 . 

此 时 在 两 个 端点 上 给 予 相 同 多 个 边界 条 件 


d'u | _ К КА _ _ 5 
Z о © (s= 0, 1, , kith 1), (3.2) 
d'u 

1,170 (8-0, 1, oe, kth t), (8.8) 


2) k+l=2(k +h) аж. 
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НН (Пета, O REA ARR fk. 
1. (Пена, (2) >0. 


d'u =0 (s=0, 1, =, kath), (3.4) 
аа? ! Z=: 0 


dui 0 (s=0, 1, +, kth), (3.5) 
ба? t=} 


ii. (Оба) <0, 


d'u =0 (s=0, 1, +, k+l 1), (3.6) 


аа? |==o 


du = = ... 
dre G@=0, 1, ==, В+). — (8.1) 


34 4 十 1=2( 人 十 个 是 偶数 时 边界 条 件 的 提 法 是 椭圆 型 方 
程 第 一 边 值 问题 在 一 维 情形 下 的 相似 提 法 . 当 # 十 1 一 2 三 十 划 ) 
十 工 是 奇数 时 ， 边 界 条 件 的 提 法 是 奇数 阶 < 单一 特征 线 > 偏 
微分 方程 第 一 边 值 问题 在 一 维 情形 下 的 相似 提 法 .关于 单一 
特征 线 偏 微分 方程 我 们 将 在 偏 微分 方程 部 分 讨论 . 

. 边界 条 件 作 如 上 给 定 后 ， 连 同 我 们 下 面 要 提出 的 充分 条 
件 可 以 保证 算 子 L, 关于 е 是 一 致 正定 的 , 即 对 一 切 k-+1 次 
连续 可 微 并 满足 上 述 边界 条 件 的 函数 w 以 及 一 切 充 分 小 的 
e>0 有 


(La, це и, (3.8) 
其 中 61>0 是 不 依赖 于 和 %% 的 常数 , ‖ |, BE Banach 空间 
В ӯ, 例如 B= W>. 

如 条 件 (3.8) 成 立 , 则 问题 А, 对 任意 h(e)€ Ls 是 一 致 
.可 解 的 。 事实 上 , 边界 条 件 的 个 数 与 微分 方程 的 阶 数 相同 , Wi 
正定 性 保证 了 问题 解 的 唯一 性 ， 因 此 报 动 问题 解 存在 ， 并 由 
_ (3.8) 
ий], (3.9) 
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Нино 是 与 6 Жи 无 关 的 正 的 常数 .所 以 由 一 致 正定 性 推出 
摄 动 问题 4。 的 一 致 可 解 性 . f 

32 ИТІ. 一 致 正定 的 充分 条 件 我们 先 将 算 子 工 
改写 为 | 


Lu= 1 ， ; К Ч k dw 
ште Орт +23 а, (2) 12 Tae (e)u 


=LPu+ Lou, (3.10) 
其 中 | 1 ГЕЯ] 
Пи гаа) я (8.11) 
设 А 
IE; 2) =$) s'ar (a) GE, (3.12) 
我 们 称 它 为 算 子 Li 在 点 e 的 特征 型 ， 类 似 地 , НИ 
ПР, = elana) GE (8.18) 
为 算 子 LP 在 点 2 的 特征 型 


定理 3 若 k+l=2(h +1), k=2k 都 是 偶数 , 算 子 LO 
的 特征 型 sn(é; w) 有 正 的 实 部 , Вр 


b 
Ве; ($; в) =D e” (— 1) “Harman (2) 63+? 
71 
li ` 
>a > Sasia (8.14) 


并 且 算 子 Lo 是 正定 的 , 即 对 满足 边界 条 件 (3.2) 和 (3.3) 的 任 
е Е 
(Lou, м) >y? (Drut? + Juja (8.15) 


oë 
. (D-5), 
则 算 子 L ERREG. 2), (8.3) FEF 一 致 正定 , 并 有 
如 下 的 能 量 估计， 
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> e% | реа р [и 82 (Lu, u) < tA], 
==] 


№ = Тм. (3.16) - 


为 了 证 明 这 一 定理 , 我 们 先 证 明 以 下 两 个 引 理 . 
5182 RAT A EAT L 中 含有 系数 8 的 偶数 阶 导 
数 的 部 分 , 即 


906+) S| +a 
— o2 а u фи 
Д.и в азала) еъ E © + вао + 5 (2) Даа > 
(8.17) 


并 且 它 的 特征 型 他 ,(&, a), В ПФ (Е, 四 (参看 (3.18)) 的 实 
部 


Й (E; 2) = RoT (és а) = SD Hetana p (a) EE 
> г? 5) в2/ 90+), (3.18) 
其 中 吧 是 既 与 无 关 又 与 无关 的 常数 ， 则 对 于 充分 小 的 8 
有 下 面 不 等 式 成 立 : 
(Au, и) [5 esl Dussuj2] 
. —Me[| Бы [м], (3.19) 
Hh MEE, u 是 满足 边界 条 件 (3.2) 和 (3.3) 的 Wii 
中 的 任意 一 个 函数 . 
证 明 我 们 将 证 明 分 为 四 步 来 进行 
1° 首先 假定 系数 (2) = o, 是 常数 . 
B UCE 8 ulw) hy Fourier 变换 ， 
TE = | owe аз, 
则 D'u = СЕЗ 的 Fourier 变换 为 
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«ЧК = >= = É +e == Dru de, 
利用 Parsoval 等 式 以 及 不 等 式 (3.18) 得 到 
(Asu, ш) = (FEE), 009) > AC a ыр, D 
= 5) e] petu], (8.20) 


这 一 不 等 式 对 任意 一 个 有 限 支 集 函 数 都 成 立 ， 从 而 得 到 估计 
A (3.19). 

2”ai(w) 是 变 系数 的 情形 . 

ВИЖ w= wlaw) 是 在 区 间 (у, уд) с [0, 1] 
的 光滑 函数 , 我 们 用 Q Cy, у) RERA АЖ. 

设 Л ЖЕЙТ 4。 中 将 其 系数 ale) 取 为 aule) 在 z= 
voly <e <y +0) ЕКИН а (20) 以 后 所 得 到 的 微分 算 子 ， 则 由 
(8.20), 对 于 任意 wE Q° (y, y 十 6) 我 们 有 

(Aw, ш) = (Деш, ш) + As— Д) о, w) 
202 рэ e” | Detwi i +A 4) о, w), 

(8.21) 

将 不 等 式 (3.21) 右 端的 第 二 项 进行 分 部 积分 直到 А, Ф 
数 阶 数 减 半 为 止 , 得 到 

((A,— Aw, w) -$ (Пере, DUH (ар оу), 

其 中 (8.22) 

m (2) = аз; (2) —аз( о). (3.28) 

D (nw) = m, Dw- 5 А рта, (8.24) 


我 们 可 以 利用 它 对 (8.22) 右 端的 每 一 项 内 积 作出 估计， 从 而 
得 到 
| Pr, D°) | < | GDrw, D°) | 


+31 | Dw, nP Dw) | <o, Ро} 
i=1\% i 


+оо (21 (Dw, вич | |, (8.25) 
其 中 w= max [| (= 1, =, hth). 
Y<z<y-+óë 
利用 内 积 不 等 式 
lw <E jut joj?) (8.28) 
(020 是 任意 实数 )， 


并 设 


max Jaf (e) | =c (1-1 en №4; 1585). 


出 (3.27) 


| (Drw, Dr a) |< eoh Deon ea Epo Driana] 


«3 [9чу реша) 


(3.28) 
(¿=1, 2, ee 8). 
Fame, щ i> 时 ,我 们 有 


89G—_h) | (Dw, nP Dw) | «е (4 89-5] Ра! 2) 
Ca Xs—kı)—1 || Ds-i 19 $ 
+58 1 D=! 2, (3.29) 


当 s—i> k, 421 时 ， s2G-k)-1< g. ве) (0<e<1); щ 
s—ix< k 时 , 因为 S> ka, Bi D] е2 0-1 e (0<в<1), 于 是 
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H (8.25) 和 (3.29) 当 s> b ВНЕ] 
вача (Dig, Dr (пуд) | < (+018) a? | Dio] 
+o, ( ero pul? È ноз). (8.80 
将 (3.30) 代 入 (3.22) 并 合并 同类 项 , 我 们 有 
ICAA, w) |< (ores) B |De] 


+o; $ ты", (3.81) 


选取 。 和 8 使 得 ww 十 os <->, W (3.31 和 (3.21) 得 
到 
(dew, w) > 57 e” речи аса $ Шеш, (8.32) 
因为 
оном киз (65. (3.33) 
所 以 对 于 一 切 q (z) € Q (y, у+д) 1115 (3.19) з, 
E 不 等 式 (3.33) 的 证 明 请 参阅 [16] . 
3° 设 9"(0, 1) аА a= 0 和 w=1 为 零 的 光滑 本 
数 ww) 所 组 成 的 集合 , 现 证 不 等 式 (3.19) 对 20, 1) 中 任意 
一 个 函数 是 成 立 的 . 
” 现 表 示 在 [0, 器 上 等 于 工 的 函数 为 
1 1=> Я, sE [a BIE (0, 1), (3.34) 
其 中 [wx，B] 是 (0, 了 内 任 一 闭 子 区 间 , [a, В с (0, 1), Gæ) 
是 只 在 区 间 (y, yi 十 6,))，(6;<6) 上 异 于 零 的 光滑 函数 . 
ЖИТ A, 作用 在 .ww) 上 ,我 们 有 


(Au, м) = (Sg (а) Л.м, u) 
-SK Akiu, са) Вы, 01, (3.35) 
Joh B(u, ORAR u RESY ИЮНЕ Уа, 
Lo) 中 相应 项 的 导数 至 少 低 一 阶 . 
利用 分 部 积分 和 在 2° 中 所 用 过 的 相同 的 内 积 估计 可 得 
到 i 
180, боров e] petu! | + oe | Уи. 
| ` (3.36) 
对 (3.35) 中 УСА бад НИЕ Akan, 《oO 应 用 估计 式 
C3.82)， 并 在 人 @.36) 中 取 КАМИ ce <L, RENS 


9 


(Aw, о-в Кб 


f=1 1 
-os $ $ ид 
h № А K. 
= os >} ew ры ов > [Du], (8.37) 
Я (Degau Сы во, Ў $ речи, 


所 以 由 (3.37) 推 得 
(Aw, W> 5) 5) Dl 


j=1 t= 


А . kı 
— C28 > ві. Пао > Р. 3. (8.88) 
j= s=1 


H e 充分 小 使 得 pe< 2", 根据 表达 式 (3.34) 以 及 估计 
式 (3.83) 就 得 到 我 们 所 要 的 结果 . 
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。 最 后 证 明 估计 式 (3.19) 对 一 切 满 足 边界 条 作 ‘3.2)， 
(3.5) и WEED 都 成 立 . 
у и Wm to 并 且 满 足 边界 条 件 (3.2) 和 (3.3), 故 有 
(A.u, а) = De (Datu, рыли). ВАЙ, MB 
= 
能 证 得 


Зее (Datu, DHH (адзн) 
+Me (| Drwl? -+ iul > в > > e Dettu], 3 (8.39) 


即 得 估计 式 (3.19)。 

从 泛 画 分 析 中 知道 ， 对 于 W3% (实际 上 要 求 ие 
Wr 即 够 ) 中 任意 一 个 满足 边界 条 件 (3.2) 和 (3.8) 的 函数 
и(а) 可 以 构造 函数 序列 (и, (а) = 7, Ent}; і. ERO, 1); 


День 


ü. w =S u(n— ос), Ж 0, а # Но, tjara 


[i4 етажна, 7, 是 半径 为 9- gz 的 平 


均 算 子 . 

根据 我 们 在 8° 中 的 讨论 不 等 式 (3.39) 对 于 wo) 是 成 立 
№, ЗЕ Ж и, (2) ARA (3.39) ВИА (п-> co)， 从 而 对 于 上 述 
By u (3.21) г. 

至 此 , 引 理 2 完全 得 证 . 

引 理 8 ИМ. ERTL 中 含有 系数 8 的 奇数 阶 导 数 项 
ет.  . 


ао, 
Ча +) +1 aa PADHI? (8 .40) 


1-1 
= N с9ј+1 
M. u= > € 
j= 


"АМЕР Е(3.2) (3.3) Wy tr 空间 中 的 函数 , 则 
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(Maw, u)>—os( Зе еј | Del?+ [м] 2). 
(8.41) 
证 明 我们 先 考 虑 (3.40) 中 最 高 阶 导 数 项 e damt- 
“Dam+o ря u EAR, 利用 边界 条 件 (3.2) 和 (3.8) 进 
行 分 部 积分 , 得 到 


一 1 Kit+li)--1 
Ea (ааа D” atla) u, и) 


1 р 
= > в2-1 ( — 1) ki+h—1 | 4 Газ, +191 ( рю+:-1у 2] dz 
+222 SY (b Deru, р), (3.42) 


其 中 05(z) 是 有 办 函数 ， 除 常数 因子 外 ， 它 等 于 系数 аана 
的 导数 , 此 导数 的 阶 «НЫ 1. 
根据 边界 条 件 (3.2) 和 (3.3), (3.42) 中 的 第 一 项 为 零 ,而 
第 二 项 和 式 按 我 们 前 面 同 样 的 证 法 可 有 
jeri D (БОРН, D'u) | 


f<k,--li—1 
<s [519 рез | ры а]. 
对 Мм 中 其 他 项 亦 有 类 似 的 估计 ， 从 而 得 到 引 理 3 的 论 
Ж. 
“有 了 这 两 个 引 理 , 我 们 可 以 证 明定 理 3. 
设 以 是 满足 边界 条 件 (3.2) 和 (3.3) Wt 中 的 任意 一 
个 函数 ， 则 由 引 理 2 和 引 理 3 的 结果 (3.19). (8.41) 和 算 子 
Lo 的 正定 条 件 (3.15) 推 得 
(Тим, и) = (A,u, и) + (M.u, и) + (Lou, и) 
> (8° — се) Ў) ри 


十 GO 一 下 8 一 68) ((uj?+ [Du], 
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取 适当 小 , 使 得 8° —0в> 82220, у?— Ме—сг> В1>0, 从 
而 就 得 到 不 等 式 (3.16) 的 第 一 部 分 , ВП. 
B'an, u) >$) вт Duja | Deu] + bai’, 
其 中 В? 1/5. | 
另 一 方面 ， 按 内 积 不 等 式 (3.26) 以 及 原 方程 Lu h, R 
们 有 
(La, w) = @, (ой +). 
从 而 得 到 估计 式 (3.16) 的 第 二 部 分 . 于 是 定理 8 得 证 . 
定理 3 讨论 的 是 k-+l1—208-+L), 6-2 的 情形 , 对 于 
k=2ki+1, 即 大 是 奇数 时 亦 有 类 似 的 结果 . 
定理 3/ E k+l1=2(L +L) EJE 3. 而 k=2k +1 ER 
Ж, 算 子 LP 的 特征 型 IP (E а) HERK, BB 


Вор” (E; =) — 3) 81 (— 1) Haanen (a) кын 
>а] вза) (3.48) 
“并 且 算 子 Do 在 (3.15) 意 义 下 是 正定 的 ， 则 算 子 L, 在 边界 条 
件 (3.2)，(38.3) 下 对 于 充分 小 的 s 一 致 正定 ， 并 有 如 下 的 能 
量 估计 : — 
Ў e Deua | Du]? fufa 
< В (Lau, и) < В. (3.44) 
为 了 证 明 这 一 定理 ， 亦 有 类 似 于 引 理 2 和 引 理 3 的 两 个 
引 理 . 
引 理 2 RAT ALRT L таж e 的 偶数 阶 导 
数 的 部 分 , Вр 


Лии в agp DEU -e H 8qə +] aÚ (2) Р Du, 
(3.17) 
РНЕ Й, (Е, 2), BD Hi (6; 2) 的 实 部 
A hi . й РА 
Й. (E; z) = КеП (E; z) = 2189; I) адир (ayga tp 
3=1 ， 


т 

1 и а , 
So? У} в) 108+, (8.18) 

= 


则 对 于 充分 小 的 6 有 下 面 不 等 式 成 六 
(Aw, и) 8° [Sev 3|Dut2u|2 |— Me [| Dea;?+ Ш, 
(3.19”) 
其 中 МЕЖ u J E y R $ tE (8.2) 和 (3.3) 的 
WEND 中 的 任意 一 个 函数 ， 
引 理 3’ 设 M, 是 算 子 L, 中 含有 系数 е 的 奇数 阶 导 数 
项 之 和 |. 
Mu= 5 аира) Перти, (3.40) 
иер» 并 满足 边界 条 件 (3. 2) 和 (3.83),， 则 
(Ми, и) = вв (> S sa] ја [Феи + [ul 2). 


(8.417) 
定理 2， 引 理 2', 引 理 3' 的 证 明和 定理 2, 引 理 2, 引 理 
3 相似 . | 

现 讨 论 kH =h) 十 革 是 奇数 的 情形 ， 由 于 边界 条 
件 需 根据 Camon ORRE RAE, 将 有 不 同 结果 ， 现 分 列 
ЖТ: 

定理 4 g ktl- th) +1. 54 k= 2b 是 偶数 时 , Ф; 
RT Le? КИМЕ ПО (Е, ЕН, № 
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w 


m~ n А x ; - 
П, (É; 2) = Reol” (Е, 2) = У e% ( 一 Пар (æ) Ek th) 
j=1 
lr 
20 \ gét) 3.14 
a ее», (8.14) 


并 且 算 子 Do 在 (3.15) 意 义 下 是 正定 的 ， 则 算 子 ЖИ 
(8.4) 913.5) ACD oana 时 ) 或 边界 条 
件 (3.6) 和 (3.7) (27 (1) ана) <0 В) 下 对 于 充 
分 小 的 e 是 一 致 正定 的 , 并 有 估计 式 (3.16). 

为 了 证 明 这 一 定理 亦 需要 两 个 引 理 分 别 对 (4 由 和 
(M u, и) 作出 估计 ， 但 第 一 个 引 理 与 引 理 2 完全 相同 ，Aww 
8 (3.17), 只 是 考虑 的 函数 u 应 满足 边界 条 件 (3. 委 和 (3.5) 
(2400—10) аз уа (2) >0 时 ) 或 边界 条 件 (3.6) 和 (3.7) 
(24—21) ааа, зял (0) <0 时 ) 并 且 属 于 WEAD, 

第 二 个 引 理 与 引 理 3 有 些 不 同 ， 现 叙述 之 并 给 出 证 
明 . 

引 理 4 М. 是 到 中 含有 系数 e 的 奇数 阶 导 数 之 
Ж, 


п 
=° сана Ара 
M= в + азама (0) РЭА 


uE Ward (8.45) 


4 (—1) + ун (z) > 0 时 , u WI E R 25 (3 .人 和 
(3.5). E M.u, w) 有 如 下 估计 ， 


(Ma, WH Da asa (1) ез Dust (D) |а 


h 
ог (2 e” Рец) 2 + | Deui? + jula); (8.46) 


m (1) авадні (2) 220 BF, ww 应 满足 边界 条 件 <3.6) 
M.T. IE Meu, ww) 有 如 下 估计 ， 
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(Мл, муд) (0) et] оона (0) | 
ов ($ e| Deui? (еј |uy8). (8-47) 
=] 


证 明 类似 于 引 理 3 的 证 明 ， 此 时 Мм 中 的 最 高 阶 导 数 
项 为 et aamin DI u, E Бу u ПАЯ 


2}: +1 31-11 }+1 
EnH (aamen D ty, u) 


1 
— + a9h+1( — 1) kitl | 4 Laam онт (речи) 3] da: 


-H а È, (6,0%, Diu), (3.48) 


其 中 bz) 是 有 界 函 数 ， 除 常数 因子 外 ， 它 等 于 系数 
catio) 的 导数 , EFRR ЖЕ НЫ. 

在 (3.48) 分 别 利用 边界 条 件 (3.4), (3.5) 21 (8.6), (8.7) 
即 得 到 (8.46) 和 (3.47) 中 右边 的 第 一 项 ， 根 据 我 们 的 假定 它 
们 都 是 正 的 , 对 于 (3.48) 中 第 二 项 和 式 的 估计 和 引 理 2 类 似 ， 
至 于 (Ww w) 中 其 他 各 项 的 估计 利用 同样 的 分 部 积分 和 对 内 
积 估计 的 方法 得 到 , TERR, i 

EEY g 1-2(4,+1)+1. 34 k=2b-+1 是 奇数 
BJ, ERT L 的 特征 型 ПО (2, о) 有 正 的 实 部 , Вр 

П.Е, 2) = Rei (6, 2) 


= > 8—1 (— аи (а) аР 
#1 


>a У вуран, (3.43) 
j=i 
并 且 算 子 Lo 在 (3.15) 意 义 下 是 正定 的 ， 则 算 子 5 在 边界 条 


(8.4) (3.5) (М (—1) азаа (2) > 0 时 ) 或 边界 条 件 
(3.6) (3.7) (24 (— аи ина (4) <0 ВР 下 对 于 充分 小 
的 6 是 一 致 正定 的 ， 并 有 估计 式 (3.44)、 


为 了 证 明 这 一 定理 亦 需 要 有 两 个 引 理 ， 对 (4 ит 
(Mau, 屿 作出 估计 ， 但 第 一 个 引 理 与 引 理 27 eM, Ли 
即 (3.17 H jk ис ИР, 并 根据 daane O) 的 符号 
应 满足 边界 条 件 (3. 和 和 (3.5) 或 (3.6) 和 (3.7)， 

关于 第 二 个 引 理 , 此 时 

M.u= 2 eaan paa (а) РА, (8.49) 


对 于 Wr 中 任意 一 个 函数 在 相应 的 边界 条 件 下 有 
类 似 于 (3.46) 和 (3.47) 的 估计 式 成 立 ， 只 是 ° 的 最 高 次 短 应 
” 政 为 em， BURREN e, 证 法 与 引 理 4 相同 , 故 从 略 ， 

因此 ， 我 们 证 明了 若 算 子 LO 的 特征 型 有 正 的 实 部 . 
(3.14) (¿= 2k1) R (8.49) (k = 2k, +1) 并且 退 化 算 子 Lo 是 正 
定 的 , WET Г, 一 致 正定 , 从 而 得 到 摄 动 问题 A, 的 一 致 可 解 
性 . 

应 指出 ， 条 件 (3.1 辐 是 退化 问 古 4。 有 唯一 解 的 充分 条 
tE. 


$4 正则 退化 的 充分 条 件 


为 了 构造 摄 动 问 题 的 渐 近 解 , 我们 曾 要 求 摄 动 问题 A, 当 
8 一 0 时 正则 退化 为 问题 4o， 亦 即 要 求 特征 方程 


QA) =a, M= 0 (4.1) 
和 特征 方程 . l 
Qalu) = ых а, аш =0 (4.2) 


分 别 有 la 和 1, 个 相 异 的 根 ,并 且 这 些 根 具有 负 的 实数 部 分 . 
Reh i M la 是 摄 动 问题 退化 时 分 别 在 2-0 和 z=1 所 失去 
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的 边界 条 件 的 个 数 . . 

间 题 是 ， 在 什么 条 件 下 才能 保证 方程 (4.1) 和 (4.2) 的 根 
具有 上 述 性 质 ? 
_ ЖИТ Г, 和 退化 算 子 Lo 阶 数 的 奇偶 性 现 分 四 种 
情况 来 进行 讨论 . 

41 І.І 都 是 偶数 阶 算 子 : ktl=2(ki+l), k= 
2k. 根据 前 一 节 讨 论 , 摄 动 问题 的 边界 条 件 由 (3.2)， (3.3) 


du | 一 0 (s=0, 1, °”., k,+1,—1), (3.2) 
da: !T=0 | 
би -0 (от. _ 

Па? 1 0 (8=0, 1, ‚ kith 1), (3.3) 


退化 问题 Ао 的 边界 条 件 现 作 如 下 给 定 ， 


d'w | 
Ч вот G50, L, o, А-1), (4.3) 
и 79 (6-0, L ы), (4) 
边界 条 件 这 样 给 定 后 由 算 子 Lo 的 正定 条 件 (3.15) 推 出 
(~1)™as, (2) = (—l)#ay(a)>0. _- (4.5). 


现 证 明 , 在 定理 3 的 条 件 下 , 如 退化 问题 A, 的 边界 条 件 
按 (4.8) 和 《4.4 给 定 , 那 末 摄 动 问题 A, 的 退化 是 正则 的 
从 给 定 的 边界 条 件 看 ， 当 摄 动 问题 A, 退化 为 问题 Ao 时 
在 w=0 1 о-1 两 端 各 失去 h 个 边界 条 件 ， 因 此 方程 (4.1) 
和 (4.3) 应 各 有 a 个 相 异 的 根 ， 并 且 这 些 根 具有 人 负 的 实数 部 
按 假定 , 由 (3.14) 对 于 任意 z€ [0, ORTE 


PaA i 
Ñ. (E; 2) = ПО (Е, a) =$ aa p ua) pD 
j=1 
cj (ЕВЕ. вау (4.6) 
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М, WIR (4.5), (1) "аза, (2) 20, 所 以 由 (3.13) 得 到 
Rell, (&, z) = (— Таль (2) 0, (Е; 2) 
ооз (£b p ghg Aata) (4.7) 
KERNELA 89% 并 令 e€ =m, 我 们 有 


>: (0) aamen (a) оа (1 qL nt) (4.8) 


特别 是 , 当 w=0 时 有 下 面 不 等 式 成 立 ; 


1 . | 
> 1) аз a y об О 69 (ура -- пра), (4.9) 


在 下 一 节 的 引 理 5 我 们 将 证 明 这 一 不 等 式 保证 方程 
(4. 芒 恰 有 五 个 根 ,它们 的 实数 部 分 都 是 负 的 . 

类 似 地 , 方程 (4.2) 也 有 间 样 的 结果 . 

42 L. 是 偶数 阶 算 子 : k1=2(k +L), 而 Lo 是 奇数 
МЕТ k=2k 1 此 时 摄 动 问题 的 边界 条 件 还 是 按 (3.2) 
和 (8.3) 给 出 , 在 2=0 和 xz= 工 两 端 各 有 总 -五 个 条 件 ,退化 
问题 的 边界 条 件 根据 аъ (а) = аак к(а) РР СК Е 

”我 们 假定 退化 算 子 L 的 最 高 阶 导数 项 的 系数 
qy(@) = аз, +1 (8) 30. 
1) (1) "аа наа) 2-0, 则 给 出 如 下 的 边界 条 件 ; 


d'w | | 


dp eo 0 (r= 0, 1, o А), (4.10) 
tw = = | `, . 
da laa О 080, 1, o, 1), (4.11) 


2) ЖС 1) аз а <0, WURZ: 


dw . А 

da | 20 =0 (7 7 0, 1, , 好 1 3 (4 . 125 
dw | _ т. h А 

д? аша = 0 (8 T 0, 1, > Аз). (4.13) 


在 第 一 种 情况 下 , 摄 动 问题 退化 时 在 端点 2-0 失去 五 一 
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1 个 边界 条 件 ， 在 端点 2-1 失去 L 个 边界 条 件 ， 共 失去 
2 一 1 个 条 件 ;在 第 二 种 情况 下 , 分 别 在 w=0 和 5= 工 失去 五 
个 入 一 1 个 边界 条 件 , 也 一 共 失 去 21 一 1 个 条 件 . 

根据 定理 8’ 的 条 件 (3.49), 即 14 的 特征 型 PE; о) 
有 正 的 实 部 , 得 到 

EHT CE а) = 1) наь rp) pm 

S c} (PEED p Atiy, (4.14) 
Ari y= eg, ` 

特别 是 ， 当 2--0 时 我 人 有 


t z А 
УС 1) anoa p o ED eR (п рза), (4.15) 
j=l 


在 下 一 节 的 引 理 6 我 们 将 证 明 ， 条 件 (4.15) 保 证 方程 
(4.1 81(4.2) 34 (1) аьаа (2)>0 时 分 别 有 五 一 1 ГЬ 
个 具有 负 的 实数 部 分 的 根 , 4 (— L has, (в) <0 时 分 别 有 h 
个 和 五 一 1 个 具有 上 述 性 质 的 根 . 

4-3 L, 是 奇数 阶 算 子 ， k+l=2(kı+l) +1, Ш Lo 是 
”偶数 阶 算 子 : k=2k, 此 时 摄 动 间 题 的 边界 条 件 按 (3.4) 
和 (8.5) (24 (Пи, (e) 20 BP) = (3.6) # (3.7) ( 4 
(- Па, (a)<0 时 ) 给 出 , 而 退化 问题 的 边界 条 件 按 (4. 3) 

和 (4.4) 给 出 . 在 前 一 种 情况 下 当 摄 动 问题 退化 时 在 端点 f 
2 一 0 将 失去 五 + 工 个 边界 条 件 ,在 端点 2= 1382385 E 1 +, 在 
后 一 种 情况 下 失去 边界 条 件 的 个 数 正 好 与 前 一 种 情形 相反 
定理 4 中 条 件 (3.14) 就 是 我 们 在 4.1 所 讨论 过 的 条 件 ， 
同样 根据 (4.5) (— 1) “aa (20) >0 得 到 不 等 式 (4.9), 
在 下 一 节 的 引 理 7 我 们 将 证 BJ, 30(—1l)hthq, (G) = 
"ыы, +w) >0 时 条 件 (4.9) 保证 特征 方程 QA) 
=0 有 石 +1 个 根 在 左 半 平面 上 , QUH L 个 根 在 左 半 
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PHE. 34(—1l)hiba,, (Ge) = (барина (2) 之 0 时 两 
方程 在 左 半 平 面 上 根 的 个 数 与 前 一 种 情形 相反 ， 

4-4 二 .是 奇数 阶 算 子 : k+1=2(k,--1O +1, Lo 也 是 
SAMAT: 天 一 2K: 二 IT 此 时 边界 条 件 将 按 四 种 可 能 的 情 
形 给 定 . 

1) (— Оба.) 20, (~1) "азаа (2) 20, 

摄 动 问题 (3.4), (8.5); 

退化 问题 (4.10),，(4.11). 

在 z=0 失去 五 个 边界 条 件 , 在 2= 工 也 失去 下 个 边界 条 


2) (1) %а (40) <0, (1) tiaan) <0, 
ВРБЕ. (3.6), (8.7); i 
退化 问题 ， (4.12), (4.13). 
在 %=0 和 w=1 各 失去 证 个 边界 条 件 . 
9) (Юва, (8) >0, (1) аз yr) <0, 
“ 摄 动 问题 ，(3.6)，(3.77; 
退化 问题 : (4.10). (4.14). E 
ЕО, 在 2= 工 失去 五 + 个 边 
界 条 件 . 
4) (—)Eas (а) <0, (= 1) аза, уві (2) >0. 
HIRE: (8.4), (8.5), 
ЗЛИЙ. (4.12), (4.13). 
# e= ORR h - 工 个 边界 条 件 ， 在 “类 去 一 1 个 边 
界 条 件 . 
在 下 一 节 的 引 理 8 我 们 将 根据 定理 4 的 条 件 利用 条 件 
(4.15) 证 明 特征 方程 QA) = 0, Q) =0 的 根 具有 所 要 求 
的 性 质 ， 
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因此 , 我 们 证 得 , 定理 8 定理 З, ДЕН 4, 定理 和 中 所 提 
条 件 是 摄 动 问题 正则 退化 的 充分 条 件 ， 

-综合 以 上 $ 3,，$ 4 两 节 的 讨论 , 我 们 得 到 下 面 一 个 定理 ; 

定理 5 在 定理 3, 3, 4, 笛 的 条 件 下 ， 若 对 于 退化 问题 
ЕМУ: (4.3), (4.4), R (4.10), (4.11), 8 (4.12), 
(4.18), MU 1) 摄 动 问题 A, 一致 可 解 , 2) 摄 动 问题 A, E 
则 退化 为 问题 4o 3) 摄 动 问题 A, ПУ и 有 渐 近 表达 式 
(2.58. 


$5 特征 方程 根 的 分 布 的 代数 基本 引 理 


在 上 一 节 我 们 根据 摄 动 算 子 和 退化 算 子 Lo 阶 数 的 
奇偶 性 , 按 84 定 理 3, 8, 4, V 的 假定 以 及 边界 条 件 的 合理 
给 定 导 出 摄 动 问题 4。 正 则 退化 的 充分 条 件 (4.9) 和 (4.15)， 
可 以 证 明 在 这 些 条件 下 方程 (4.1 和 (4.2) 具 有 人 负 实 数 部 分 的 
根 的 个 数 恰 与 摄 动 问题 退化 时 在 "~ 0 Яо =. 两 端 所 失去 的 
边界 条 件 的 个 数 是 一 致 的 ， 在 这 一 节 我 们 来 证 明 这 一 论断 的 
正 诊 性， 由 于 对 方程 (4.2) 的 证 明 是 类 似 的 , 我 们 主要 讨论 方 
#(4.1). | 

为 讨论 方便 起 见 , 现 将 方程 (4.1) 改 写 为 

Q%b(D -5) atO (4+0, Qk #0), (5.15 
此 外 , 我 们 假定 多 项 式 Qu. a) 4 i= 6, Im€ — 0 时 它 的 实 
部 是 正 的 , 即 
ВЕ) = S) (нм 
Роем), (5.2) 
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其 中 2m, 2M 分 别 是 偶数 2 (L<2;< 41 ВА ВС 3 
3, c 是 常数 . 

条 件 (5.2) 是 条 件 (4.9) 和 (4.15) 的 一 般 形 式 ， 在 这 条 件 
下 我 们 证 明 以 下 四 个 引 理 . 

从 (5.2) 容 易 推 得 

(—1)"an>0, (—1)*asy>0. (5.8) 

51 方程 省. 二 在 零点 附近 和 无 穷 远 点 附近 的 根 根据 
Vieta EH, 如果 在 方程 (5.2) 中 令 自 由 项 a— 0, 固定 其 他 
”系数 mi( 和 > 人 并 认为 apta 关 0 则 方程 (6. 二 只 有 一 个 根 Ó 随 
ВТР, 并 且 


№ <, Вело = —— S _ 5.4 
° арад’ eto ара’ ( ) 

从 而 对 于 充分 小 的 cu 
Sign Вей = (5.5) 


| 如 果 在 方程 (5 Da mayna w ауэ 0, MENE 
НАЖ а) <В), 那 末 当 cpr 1 天 0 时 方程 (5.1) 有 一 根 


Ho 随 arn 趋 于 零 而 趋 于 无 穷 , 并 且 
а%+1-1 Qk+i—1 
а ‚ В — Чиа 5.6 
Моя а ео = ау" ( ) 


ЗЕ РУКА ака, 我 们 有 
Sign Reus = — Sign Tei, (5.7) 
k+l 
5-2 四 个 引 理 
SRO № k+l1=2(k-1)=2M, £2h 一 2m、 若 条 
件 (5.2) 成 立 , ИУ (Б.Р Е А. 
证 明 此 时 多 项 式 9 Ж, 
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QED) =Q (g) = "а a 2m 


= 20 +) tt 5 Gak, apat”. (5.1) 
设 1 
Q, G) = > amint”, Q. (49) > акр, 
(5.17) СЕ 
QFD (р) =Q) HR). . (5.8) 
Ала r, И . 
QEP) = Q. G) HR (09), (5.9) 


У т=1 时 即 表 达 式 (5.8), 根据 (5.2), 在 虚 轴 G= 6) E 
(DERRE? GE) = (DEQ (—2 


-> (~ 1) ав 20—002 (14E) >0, 


由 此 可 知 ， 方程 | 

REPA = 900) 0,00) =0 (5.10) 
Ж E SHE RS с 都 没有 根 ， 因 此 , AA т ZEE [0,11 
上 连续 变化 ， 则 方程 (5.10) 的 根 不 会 越过 虚 铀 ， 此 外 ， 由 于 
最 高 次 项 系数 ameo 固定 并 且 异 于 零 , 所 以 当 变化 时 方程 
(5.10) 的 根 不 会 远离 到 无 穷 远 ， 从 而 推 得 ， 方 程 (5.10) 在 左 
半 平 面 和 右 半 平 面 上 的 根 的 个 数 不 因 z+ 的 变化 而 改变 

了 到 =0, 方程 (5.10) 为 
QEPA =Q = аць ао! 0. 


. ЕНЫ 对 根 М, (1, 2, …， 1), 从 而 在 左 半 平面 上 
A l AB. HHE HE, 方程 (5 8) (Tz 一 1), EAF WE 
亦 恰 有 六 个 根 ， 
于 是 引 理 5 得 证 ， 


应 指出 ， 关 于 方程 (人 .2) 亦 有 回 样 结果 ， 即 在 左 半 平面 上 
有 五 个 根 ， 证明 方 法 类 似 , 故 从 路 . 

引 理 6 5 k+l=2( dl) 是 偶数 ,8 一 2 人 二 是 奇数 ， 
车 条 件 (5.2) 成 立 ， 则 当 ( 一 1)*asstt 过 0 时 方程 (5.1) 在 左 半 
平面 上 有 В AR COC Damna 时 方程 (8.1) 在 左 半 平 
а E h —1 18. I 

证 明 ИН ож, 


0% (р = Qat 35-3 (g) -3 a M= ht 
J 


4=2&1+1 
=£ > aq + p В P + S Ga D+ аза. ` 
= jæ 
(5.1 
ë 1 h-i 
QG = aamin P, Q, G) = > ampt”, 
WOLKI A 
QED (В =Q (P) HQ) аз, з, (5.11) 
根据 (5.2), 在 虚 轴 (t= 旗 ) 上 
IQD (iE) = EQ GEP) =ë (Пень емо 
(250). (5.12) 
因此 方程 (6.1)， 即 方程 (5.11)， 当 asas 0 时 在 虚 轴 上 无 
№. 
(- аа, 42220, (5.13) 
ЗЕЛЕ а, (8224, +1), 而 令 自 由 项 ооа: 变化 ， 
аљ = 0 时 我 们 有 


QED A) as as QOLDA) Јад, азо 


= QERDA- (4) 


因此 方程 QW DOA) [аз a 180 = 099. 20- (1) = 0 有 一 -个 等 
TB. им 


26 aniy М 20-1) 
Qe tb, 3(1:—1)) (O) = У ад = > Qaqa + pš 
j= +2 1 


1 
+? 2 Ga ра ТО 
= 
在 虚 轴 上 , 它 的 实 部 是 ! 
ReQGGa +, 90-1) (46) = > (=1) las 290, 
j= 


故 由 (5.2) 和 (5.12) 推 得 ， 多 项 式 QONE aD Q) E t= ié 
上 异 于 零 ， 根据 引 理 5 方程 Qa +, AD) (КОДЕ 
WEE h—1 ТЖ. ИД 9988-00) щ азына =0 
时 在 左 半 平面 上 有 h— 1 198. И 1-0. 

МФВ НЙ агь, +: 分 别 沿 正 的 实 半 轴 和 负 的 实 半 轴 变 
化 , 当 ар 按 绝对 值 充分 小 时 ， 零 根 就 接近 于 我 们 在 5.1 中 
所 讨论 过 的 小 根 xo， 故 由 (5.5) 


Cort1 
+1 Gak, +2 


Н-П, .>0( М, (5. 18), 所 以 
Sign Бело = (—1)® Sign gay,+1, 

因此 39—10) "а <0 时 小 根 № РЕМИ, м 
(1) аз 0 时 位 于 右 半 平面 上 . 

当 Cap+i 沿 正 的 实 半 铀 和 负 的 实 半 轴 继 续 变 化 而 其 他 系 
数 固定 不 变 时 ,由 (5.12), 方程 (5. 才 的 根 不 可 能 越过 虚 轴 并 
且 由 于 最 高 次 项 系数 Qam 0(H (5.8), 按 5.1 讨论 此 方 
程 在 无 穷 远 点 不 可 能 有 根 . М, М (1) пазь 1950 时 方程 
(5.1) 在 左 半 平 而 上 有 石 个 根 , 当 ( 一 了 Yaz,i1>>0 时 在 左 半 
平面 上 有 刁 一 1 个 根 。 于 是 引 理 6 得 证 ， 
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Sign Reio = — Sig 


应 指出 ,方程 (4.2) 此 时 有 以 下 形式 
Qi = Dama (5.14) 


它 的 自由 项 是 — аз, +1,1= — Gor, +13 (2) 1:=1, 根 据 刚 证 明 的 引 理 
6 7(—1) 5 (—qə 1,1) <0 BF, 0 (—1) "аз, +1 (2) >0 时 在 左 
半 平 面 上 有 五 个 根 ， 当 (一 了 )*( 一 Qn44,1) 208, (Ш. 
amO) <0 时 方程 人 5.14) 在 左 半 平 面 上 有 一 工 个 根 . 

5187 41-20 ЕН) 二 是 奇数 ,4= 241 是 偶数 ， 
若 条 件 (5.2) 成 立 , M (Deaan > 0 时 方程 (5.1) 在 
ЛОР --1 АЖ, 4 (1) "азо рова < 0 时 在 左 半 
平面 上 有 L 438. 

证 明 KERO (人 改写 为 以 下 形式 

Овор) = О, hra) (D T ayj- 
20+) 


= \ 1—96 а, +1 
= 2] а азау É t 
了 21 


= QOH) аз ауа, (5.15) 
EENE а, Qk xs <2 tl), 而 令 最 高 次 项 系数 
Gawai 变化 ， (5.3) Ж (1) tanen >0(2M =2 
(kiti), 从 而 根据 我 们 在 5.1 中 的 讨论 当 damen 0 时 
方程 (5.1) 有 一 个 根 变 为 无 穷 ， 而 其 余 的 根 都 是 有 限 的 ， 此 
外 ， 当 Qaqa a+ = 0 时 QO AD G) = (2, аә Ср) 二 0, 根据 引 
理 5, 方程 2 的 =0 有 天 个 根 在 左 半 平面 上 ， 因此 方 
程 Чень (р 0 当 арии = 0 时 在 左 半 平面 上 亦 有 1 
“个 根 . 
- 现 令 最 高 次 项 系数 анна 从 0 出 发 ,分别 沿 正 的 实 半 
轴 和 负 的 实 半 轴 变 化 ， 当 aa 在 0 点 附近 时 方程 (5.1) 
ЕН 2 (ea 士 本 个 有 限 根 以 外 , 还 有 一 个 大 根 jo， 由 (5.7) 
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Fon Ren = —8ign 一 ct _ (5.16) 


Qa +L +1, 
因为 (一 了 ан 0, 所 以 (5.16) 有 以 下 形式 
Sign Repe = (1) ++ Sign аз +i)+1. (5.17) 

шщ (1) taana <0 BF, RIVA С 10) aam, 
KIN шо 位 于 右 闪 平 面 上 ， 从 而 方程 (5.1) 在 左 闪 平面 上 一 
IA h АЖ. 240—1) "азала 0 时 , ЗУ С) 
daman O, H (5.17), КЖ no 应 位 于 左 半 平面 上 , 此 时 方 
PODELITE- HA LAAR. 

和 前 面 讨论 过 的 情形 一 样 ， 当 аза, нъ 继续 变化 时 ， | 7 
Я (5.1) Зр ЕВ 4314 БОЖЕ 
的 , 至 此 引 理 7 得 证 . | 

应 指出 , 此 时 方程 (4.2) 有 以 下 形式 


2 +1 N 
Q. (u) = >, (Па, L iu =0. (5.18) 


它 的 最 高 次 项 系数 为 
(1) аз r+ С П) 28 аз r+ (2) | ва. 
WERTHERS Т, 4 С) А (20) tiq aq дуаа (90)] 
<0, B (— 1) аза, кова (2) >0 时 , 方程 (5.18) 在 左 半 平 面 
ER 08, 同 理 , 34 (1) азо оа (0) <0 时 在 左 半 平 
面 上 有 及 十 二 个 根 . 
_ 9188 R ktl=2( kitla) +1, k= 2 1, 都 是 奇数 ， 

车 条 件 (5:2) 成 立 , 则 方程 (5.1) 在 左 半 平 面 上 根 的 分 布 为 ; 

1) 当 ( 一 DD as, +1220, (1) аз азго А; 

2). 4 (— 1) баз 10, (Пана 0 时 有 五 个 ; 

3) (1) "ањ 120, (1) "азна E h—1 


+ 
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4) 4 (Dham 10, (11 taanoa 0 ВН ai 
个 . l | 
证 明 УЖ k= ЭА, АЕ ОНА 
有 如 下 形式 : 
2(ki+l)+1 


(р) = обыч (ру 5 Qti (i+ 5.1” 
QFP =Q (Р) > ( ) 


我 们 将 它 改 写 为 
(8+1, W) (+) = (20 +1,22-0 (p) азии, (5.19) 
现 固定 所 有 系数 t (kit IKs <2 (kitl), 邻 最 高 次 项 
系数 tamana И. 根据 (5.3), (1) tamen > (M = 
kith). 24 азон > 0 |, RERE 5.1 RRE, 
方程 (5.19) 有 一 个 根 变 为 无 穷 , 而 其 余 的 根 都 是 有 限 的 ， 此 
时 方程 (5.19) 变 为 方程 0630р) = 0, 这 一 方程 正 是 我 
们 已 证 明 的 引 理 6 所 讨论 过 的 情形 , 4 (1) аа 2220 时 在 
左 半 平 商 上 有 8-1 АЖ, (10) азм +1 0 时 在 左 半 平面 
上 有 六 个 根 ， 因 此 方程 人 .19 М Чака 0 ЖЕНА 
ЩЖ альо Е O 点 附近 分 别 沿 正 的 实 半 轴 和 负 的 实 
半 轴 变化 时 , 大 根 мо 根据 (5.7) 和 《一 DD%rYagwrw 之 0 有 如 下 
的 关系 . | 
Sign Reu = ~Sign Leht (унаа рдуу ууда, 
Чак, +-1,)+1 
BIERE, ЧП навол ноња20 时 по 有 负 的 实数 部 分 ， 
1734 (—1) "азу 0 Bf, o 的 实数 部 分 是 正 的 ， 当 
азон 继续 变化 时 根据 条 件 (5.2) 方 程 (5.19) 的 根 不 可 能 
越过 虚 轴 , 故 在 左 半 平面 上 根 的 个 数 是 不 变 的 ， 
ЖИ, (1) haqa 0, (1) dana 0 有 时 方程 
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r T | ' ' í ' i 
i і ' I 
n ueg) ` 
T1- ту 0>7* р 任 一 ) т 
—— - |54 1+ р 7 
97 O, e) -r 5 рна) 
_ тя 0< (т) | = 
1-4 е) | up: ; 
_. НЯ ОТ F 
Ң eo | бо рти! 
_ ТЕ EKA ор) E 
т+7 we) (97e) 
КЕ ITU | И-М 
4 (G'g) (E) ETN 
s | Им | I+H+1 
I | 
OSEH Weprey(T—) [ 
K 
т 1 КЕ 
k | парт) | E иены 
— 一 一 一 | 
n P PF) (gs) 5 
ty тм == 3 
I=% a= Т=1 0 一 2 一 了 0=z | 
Е ИУ т те t 3 аз Д Пе х 
тову W T bu а ЗЕ li 


— 76 一 


(5.19) 在 左 半 平 面 上 有 h— 1+14=1 个 根 ， 从 而 第 一 种 情形 
得 到 证 明 . 

4 (— 1) "am <0, (— 1) "аз, + 0 时 根据 上 面 的 
讨论 方程 全.19) 在 左 半 平 面 上 有 1 二 0= 六 个 根 ， 

其 余 两 种 情形 可 类 似 地 推 得 . 

应 指出 ,对 于 方程 (4.2) 


21 | | 
Q. (ш) => зи = 0, 


其 自由 项 系数 为 一 CQ2z +1, 最 高 次 项 系数 为 一 gam+t)+1。， 因 此 
在 引 理 8 中 对 于 方程 (5.1) (或 (4.1))&Q0) =0 成 立 的 第 一 
个 结论 应 是 方程 (4.2) 的 第 二 个 结论 ， 而 方程 (5.1) 的 第 二 个 
结论 应 是 方程 (4.2) 的 第 一 个 结论 ， 方 程 (5.1) 的 第 三 个 结论 
应 是 方程 (4.2) 的 第 四 个 结论 ， 而 方程 (5. 蕊 的 第 四 个 结论 应 
是 方程 (4.2) 的 第 三 个 结论 . 

为 便于 读者 查阅 ， 现 将 所 讨论 的 各 种 情形 列表 于 下 ( 见 娄 
1.15. 


$6 一 般 边界 条 件 


在 这 一 节 我 们 讨论 一 般 边 界 条 件 下 的 常 微 分 方程 边 什 问 
题 ， 介 绍 一 下 渐 近 解 的 构造 方法 ， 
EEMO, плажа A, 


би - r еа (2) Һа), (6. 1) 


ти 

КТ А 
lu= У) bau (0) =p (01, 2, e, r), (6.2) 

ј= 0 i | 
k-+1—1 А 

Үпи= У) Вии (1) = @, (т=1, 2, =, E+I—r), 
£=9 

(6.3) 
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我 们 假定 , 摄 动 问题 A, 对 于 任意 的 Ф, Dm 以 及 充分 小 的 
z(s>>0) 有 唯一 解 . 
先 将 边界 条 件 (6.2) 和 (6.3) 化 为 标准 型 ， 所 谓 标 准 型 边 
界 条 件 是 指 如 下 形式 的 边界 条 件 : 
lumu (0) + S шо) =@ (4=1, 2, =, r) 
(MNL Le Sk, С (6.4) 
ии" (1) +Ë с (1) = Ф, 
(m=1, 2, =, k£+1— r) 
(N.<N,<--.<Nya-iSk-+1—1), (6.5) 
显然 , 若 边 界 条 件 以 (6.2)，(6.3) 形式 给 出 并 且 在 (6.2)- 
中 导数 поо ибо, a. ибо 是 高 阶 导数 ， 而 在 (6.3) 中 и, 
ea 是 高 阶 导数 ， 又 这 些 高 阶 导数 的 系数 所 组 成 
的 子 行列 式 异 于 零 ， 则 分 别 在 (6. 人 和 (6.3) 中 可 解 出 weow 
G=1, 2, 和 шә (j=l, 2, =, 64-1), 因而 边界 条 
fF (6.2) (6. ПЕ (6.4) 和 (6.5)， 
现在 来 构造 摄 动 问题 (6.1)，(6.,4),. (6 .5) 的 渐 近 解 ， 基 
本 迭代 过 程 和 前 面相 似 , 除 算 子 L 的 原 米 分 解 外 还 需 分 别 
Ж 2-0 和 w=1 附近 作 第 二 次 分 解 : 
在 w=0 附近 ,根据 (2.6) ~ (2.8) 我 们 有 


N 
Рив Ми & В; out eti Ry, 1o). (6.6) 


其 中 
де 
Мош= Уа ъ+ғ,0 TEP (6.7) 
加 dk+r 4-1, 
Rus) ËGy+rr,1,0 asa 1-1,0 STE (6.8) 


一 般 地 , R, u (<< М) МИ S 1 初 值 问题 相同 , t= a/e, 
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在 “= 工 附近 根据 (2.12) ~ (2.18) АТН 


N+1 
Las" (Mt X ет), (6.9) 
Si 
其 中 | 
M u= > 1р) ®" arara Rar (6.10) 
. fw 
Bi 类似 于 BB,oll<j<N+1)， — s 29. 


边界 算 子 (6. 和 HI (6.5) ЕЖЕ + 和 i 分 别 有 以 下 形 


式 : 
Tam a" [F 5 = e" o Фи би) (6.11) 
Е | dm £a s ав 2 
之 = g Nm dò? "u ge j 
Утв “e[c 1) ФЕ" РЕ S= o (D -mr |. 
(6.12) 


и 
= (wot ewt) е (в в...) f 
HEEP Hev te), (6.13) | 
其 中 oP, oP 分 别 是 2=0 和 z= Ару ERE A 
数 ; a 和 下面 再 定 出 . 
将 (6.13) 代 入 方程 (6.1) 和 边界 条 件 (6.4) 和 (6. 辐 并 利 
用 算 子 L, 的 第 二 次 分 解 和 边界 算 子 (6.11),(6.12), 我 们 有 


k 
La (ba 
1=0 


dš ЦИ r ‘де 

даў + E aka Oi) (wt ewi +.) 
NH ; ( а" 

те 2 ei R;, o)s “(vy o КИ +...) 
j= 
N+1 

十 se 下 ( Mt > её; 1)e“ WP terte) =h), 

j=i 


f (6.14) 


~ 79 一 


~ ni 3 一 7) 
ри, = (е ти tS oyip) ort ewit) Jezo 


Че T 1=0 
di ) 
0—1": мј 
te (Gi te ЕТА | 
x wP ва) | =o = Ф (6.15. 


(i=1, 2, =, r), 


ES om к 5) [2 


Yml = (55 dv 


Nm _ d: 
4 в^- Nn Є 1D — 90 +S- 1)ів^" бт; 9). 


х (рву...) |.-0=Ф т 


(m=1, 2, =, Вт), (6.16) 

由 (6.14) 得 到 
Гота аза) И = h (2), (6.17) 
Мо = las. ° саа =0, (6.18) 
Ии)" гал “n 0. (6.19) 


假定 方程 (6.18) 的 特征 方程 
Мо (А) = № ний =0, 


有 8 АВ А, — №, >; —№ 并 且 这 些 根 具 有 负 的 实数 部 分 
 ReM>0, 而 方程 \6.19) 的 特征 方程 


HQ У) (Пень =0, 
在 左 半 平面 上 有 1 一 s A a, 这 样 ,方程 (6.18) 和 (6.19) 的 
通 解 有 以 下 形式 
P= дем = Ди -全 (021), (6.20) 


— 80 一 


1-3 1—8 (1-а) А a. 
00) Be Ве = (0<#<1). (6.21) 


至 此 ， 已 清楚 ， 应 如 何 选取 a 和 以 及 方程 (6.17)， 
.6.18)，(6.19) 的 边界 条 件 以 便 得 到 正确 的 逐次 近似 过 程 ， 
н (6.15) (6.16), 我 们 取 

a=n, s В= М, v=k— (7—8) То 
=(k+I—r)—(—s)+1, (6.22) 
此 时 有 
WA (6.28) 

(р=1, 2, =, т—8) (9=1, 2, e, 6- (п —8)), | 

从 而 在 (6.15) 和 (C6.16) 中 的 第 二 个 括号 


(+ | путь e rs 


和 | gO-Ne ‘(<= put an +) OPH), 
g=1, 2, ==, k— (r~s). 
在 第 一 次 近似 中 都 是 可 以 合 去 的 Oe) 量 ,因此 方程 (6.17) 的 
边界 条 件 可 取 为 
Tan = By (p=1, 2, +, r—s), (6.24) 
У = Фо (g=1, 2, =, Б (1-8), (6.25) 
方程 (6.16) 和 边界 条 件 (6.24)，(6.25) 构成 与 摄 动 问题 
A, 相应 的 退化 问题 . 由 此 可 知 , 当 问题 A, 退化 时 在 端点 z=0 
失去 s 个 边界 条 件 , 在 端点 = 工 失去 ?一 s 个 边界 条 件 ， 共 失 
去 ! 个 边界 条 件 ， 如 果 方 程 (6.18) 和 (6.19) 的 特征 方程 的 根 
恰 具 有 前 述 性 质 , 那 末 退化 是 正则 的 . 
在 (6.15) 中 当 i=r-s+1, …, r 时 可 得 到 方程 (6.18) 
WARRE FRE, 当 j=7 一 s 十 1 时 ， een anus 由 
(6.15) 得 到 
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и $) =; 
dan |z=0 dí [1-0 P: 
或 гг | -= ğe , (¿=r—s+1), (6.26) 
f t=0 а= 


当 $= Tr—s-F2, = r BJ еч О (а), WA earst 
2, e, т) (6.15) 两 端 , 得 到 07 的 其 余 风 个 边界 条 件 : 


Rim | 
g = 0 (h =r—_s+2, `. г), (6.27) 
at |20 


类 似 地 ,由 (6.16) 令 m=k— (п 8) +1, +, 1—7, W 
得 到 0 边界 条 件 : 


~ а" | "00 | 
— 1 Nm Ü! 1 oj 
CD а” jn=0 T añu (а-а 
= =Q, (m=k— (т--8)--1), (6.28) 
дт 2 p 


=0 (m=k— (r—s) +1, =, &+1—1)., 


dti” |n=0 

(6.29) 

将 007 的 表达 式 (6.20)，? 的 表达 式 (6.21) 分 别 代入 
(6.26), (6.27), (6.28) 71 (6.29) 即 求 得 系数 4 和 B;. 

因此 在 第 一 次 近似 中 求 得 wo 以 后 ， 分 别 解 初 值 问题 

m: 18), (6.26), (6.27)#1(6.19), (6.28), (6.29) 即 得 到 vP 

057, 它们 都 是 边界 层 类 型 函数 . 
ЖИВУ ВТЕ (6.14), (6.15), (6.16) 中 比较 е FER 
数 可 得 到 高 次 近似 , 例如 到 多 步 为 止 , 即 可 求 得 % 十 1 次 近似 . 
从 而 求 得 振动 问题 4。 解 的 渐 近 表示 : 


и, =$ е +$) e'n teta 


其 中 而 -CO paa- Бур, BO = es, IP= 
20, pw 是 平滑 函数 ，N=n 十 hk 一 min(r 一 s, ваз). 
对 义 而 可 进行 类 似 的 估计. 
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BDH 
偏 微分 方程 奇异 摄 动 问题 


在 上 一 章 我 们 讨论 了 常 微分 方程 奇异 摄 动 问题 ， 在 这 一 
章 我 们 研究 在 高 阶 导 数 项 含有 小 参数 е 的 偏 微分 方程 奇异 摄 
动 问题 , 考察 它 的 解 当 s 一 0 时 的 渐 近 性 态 ,， 提出 类 似 于 常 微 
分 方程 问题 的 正则 退化 条 件 ， 分 出 一 大 类 具有 边界 层 现象 的 
偏 微分 方程 边 值 问题 , 并 构造 这 类 问题 的 渐 近 解 


$1 二 阶 椭 贺 型 方程 第 一 边 值 问 题 


11 例题 设 在 天，0<p<1 内 讨论 直面 第 一 边 德 间 
М. | И 
о | (1.1) 
и „=1=0, (1.2) 
其 中 a>0, 是 小 参数 ,4 是 Laplace Я P., 34 s =0 时 方程 
а.) iB 462 i: 
Гош = —w=h, (1.8) 
а= —ћ RBE Jy (1.3) 的 解 ， — BR Hh, PG ER a= —b 3 
满足 边界 条 件 1.2), ， 因 此 摄 动 问题 的 解 u, 和 退化 问题 的 解 
2 的 关 и, — ш 靠近 边界 p 一 1 关于 小 参数 8 不 是 一 个 微小 的 
Е. 实际 上 ,这 个 差 具 有 边界 层 性 质 ， 为 了 构造 边界 层 函数 ， 
我 们 将 方程 届 .1) 改 写 为 极 坐 标 (p, 9) 的 形式 , 并 作 变 数 代 换 
р=1—т, WA 
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_ O22 1 ёи 1 д ЕА 
Luma 3r- IF p (туз 3) ah 
(1.4) 
令 
v=, (1.5) 
Ин. 
Мол Гл = — вш (1.6) 
及 边界 条 件 
2 | += = (u, —w) [=== — 90 „о . 
| = —w(0. p) =h(0, p), (1.7) 
在 算 子 L, 中 作 伸 长 变换 1 一 二 ,得 到 算 子 Le 如 下 新 的 分 ` 
Jt. | | 
Lv= Мъ+ еВ + e Rovt., (1.8) 
其 中 ә, a 
Mi= Е —%, Вия, ° ... (1.9) 
而 Мо 2 (1.8) BB) ЕЕ, ARYE 
Мо=.9% 9-0, (1.10) 


де 
在 边界 条 件 ED TRER о АИ. J 8 (1.10) Е 
二 阶 常 微分 方程 , 它 有 两 个 特 解 , 我 们 选取 其 中 一 个 %=ce™, 
利用 边界 条 件 志 .三 此 解 可 表示 为 ， 


v= —w (0, ф)е*= —w(0, pe СА (1.11) 
这 是 具有 边界 层 性 质 的 函数 ， 如果 我 们 将 它 T 平滑 函数 
+), FETA: 
ро) о = — 0 (0) 000, фе *, (1.12) 
ЯЖ %。 рии 定义 。 BA, wv 满足 边界 条 人 
(1.2). ЖЯ, ТР z 二 4% 一 ww 一 V。， 我 们 有 
Lg=h—h— edwiO(e) =О(в), (1.18) 
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2 ! r=0 = 0. (1 .14) 
根据 极 大 值 原理 , 得 到 := O04e). 因此 


Ug =W +- СА + 2, 2 = O (8) , (1 . 15) 
函数 wH СА 是 Us 的 一 次 近似 . 
如 果 不 用 方程 地 .了 0) ,而 取 方 程 
92% дә 
wonm (Zt) а 


ЕЖЕ (1.15) 中 余 项 :一 O(e5). . 
12 二 阶 椭圆 型 方程 第 一 边 值 问 题 ЖУК Q+ T 
内 解 椭圆 型 方程 第 一 边 什 问题 


| La в lsu- Гали= (к, y), (1.16) 
u | p 0, (1 . 17) 
其 中 м м 
а х ёш , au 
А 、 23 ди . 
+o(@, y) 22 +úd(z, y) ЕТ 
tele, р) 70а, ри, (1.18) 
Гли= 54 — g(e, Уи, (1.19) 


ГЕК О 的 边界 ，s>0, 是 小 参数 . 我 们 称 问 题 (1.16)， 
(1.17) 为 摄 动 问题 Ae, 
现 假定 , 在 所 讨论 的 区 域 Q+ 1 A 
alx, Y) >0, (1.20) 
9(2, 0) 20220, (1.21) 
如 果 方 程 导 .16) 的 系数 和 右 端 满足 Holder 连续 条 件 , 根 
据 导 .21)， 可 以 证 明 , 对 于 适当 小 的 s， 问 题 4。 有 唯一 解 co 
间 题 A, 属于 奇异 摄 动 问题 ， 这 类 问题 常 产生 于 海洋 
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学 asl ИИ ЕВ АЕ, 先后 曾 为 Wasow™, Lovinson'®, 
Вишик, Люстертик 02, Eckhans, DE Jager”, Bui AnTon 
Frankena" 4 Л ЕУ. 

ВЕНА (1.16) 4 s =0 时 退化 为 一 阶 偏 微 分 方程 ,我 
们 讨论 此 方程 的 奇异 摄 动 问题 时 应 考虑 以 下 两 种 情形 ， 

1) 区 域 @ 的 边界 工 是 一 光滑 曲线 ， 没 有 任何 部 分 与 算 

T L 的 特征 线 重合 , 此 时 称 工 为 非特 征 边界 ; 

2) 边界 二 的 一 部 分 包含 了 算 子 L 的 特征 线 ， 此 时 一 
称 为 特征 边界 . 

在 这 一 节 我 们 主要 研究 非特 征 边界 情形 ， 最 后 一 节 将 给 
出 特征 边界 的 阐述 . 

我 们 称 方程 (4.16) 的 系数 、 右 端 和 边界 Г ЯН А. М 
参数 . 如 果 这 些 参数 s 次 可 微 , 那 末 我 们 说 , 它们 的 光滑 度 - 
ЖЕ s, 

我 们 的 目的 是 研究 问题 А, 的 解 u, 的 渐 近 表示 . 

13 退化 问题 当 s=0 时 方程 (1.16) 退 化 为 一 阶 偏 微 
分 方程 

Ow 
O% 


此 方程 的 特征 线 是 平行 于 % 轴 的 一 族 直 线 y=const， 为 简单 
起 见 ， 我们 假定 只 有 两 条 特征 线 y 一 yo М у=. (i>) 5 
边界 荆 相 切 ， 使 得 区 域 @ 位 于 yo<y<yi 长 条 内 ， 并 设 
А (wo, Yo), B(s, 1) 55 9] 是 特征 线 Yy =y Ж у=: Ej ГӘ 
切 的 切 点 . & 4 及 BB 分 工 为 两 个 部 分 ; T+ ROP ER 
征 线 9g 一 cyo<o<gyo 当 2 增 大 时 先 和 六- 相交 ， 然 后 和 工 ， 
相交 , HEMT 的 交角 不 等 于 0 和 z, Иа, 

设 工 + 的 方程 为 
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Liw= 


—g (s, Ww=h(y, y). (1.22) 


y= x, (9), (1.28) 


T- HREH | 
| =». (9), (1.20) 
退化 问题 4e 是 在 初始 条 件 
| ме, 0 =0 (1.25) 


FDE (1.22) №) Cauchy 问题 , ERER #7 У 
(2, y) -f eee aQ, y\dt, (1.26) 
vy 


现在 来 研究 退化 问 
题 (1.22)，(1.25) 的 解 
(1.26) МУН. 

设 边 界 荆 与 特征 线 
y 一 的 切 触 度 为 p 一 1 
与 特征 线 y= 和 的 切 能 


Eg- 那 未 靠近 点 9 пав 
Alon фо) R = 图 2 : 
р, (4) – о = О[ (0 — уо)? ? обу Yo], 
Ti -0(w-9)*™), T- OU), 
(1.27) 


在 点 Bl, фа) 的 邻 域内 亦 有 类 似 的 公式 . 
| kap isa у 微分 ,在 点 4 邻 域 内 


Ow [2 f рат 
一 一 一 -一 一 h(t dt 
xG ду Les G, 幼 ] 


一 os 
9.0 - oy- w, (1.28) 
1a) =О (@— yo)” °). (1.29) 
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在 点 召 邻 成 内 亦 有 类 似 的 公式 ， 因此 退化 问题 的 解 (5.9) 
的 导数 在 点 4 和 点 BRERA, RIERS N E 
A, 浙 近 解 时 必须 除去 这 两 点 的 邻 域 ， 如 设 广 (O) 是 点 0 的 
邻 域 , 则 构造 过 程 只 在 @ 一 了 (4) 一 也 (B) 内 进行 . 
1-4 基本 迭代 过 程 我 们 利用 Люстерник-Бинти 方法 
来 构造 问题 民 .16)，Q1.17) 的 浙 近 解 .. 
第 一 迭代 过 程 和 常 微分 方程 情形 完全 类 似 ， 我 们 构造 问 
题 4。 的 解 为 以 下 形式 ; 
We (0, Y) = wle, у) ав (в, D t 
+ 8”, (0, g) -二 (1.30) 
КЕ Е (1.16) 
Гао, = Г, (wot ewit H aaa F) = (а, у 
(1.81) 
和 边界 条 件 (1.25) f 
wilr = (e 00), р) =0 (4-0, 1, 代 .39) 
# (1.81) rB Жо et WJ B £f mi Е, мая 
W,G=0, 1,…) 应 满足 的 递 推 方程 
Та В, (1.83) 
Гуи = — Lowi з. (1.34) 
ЛЯ (1.33) Ев, ЛИМ wole, НН в, 
271 (1.84) 5 (1.38) ЗЕЯ ЕР. 应 指出 ，(1.34) 的 
右 端 是 二 阶 偏 微分 算 子 L, ОЖ w Е 9 0 55 я, Ш 
И 是 一 阶 偏 微分 方程 的 解 ， 因 此 需要 算 子 L, 的 系数 及 其 右 
端 函数 应 充分 光滑 以 保证 选 代 过 程 得 以 实现 . 
| HORRE, 即 构造 边界 层 校正 项 的 过 程 ， 由 于 所 讨论 
的 区 域 是 一 般 区 域 , 需 作 仔细 的 研究 . 
方程 导 .16) 是 二 阶 偏 微分 方程 , 当 e= 0 时 退化 为 一 阶 偏 
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微分 方程 , 在 边界 T WRYT- 上 失去 边界 条 伯 
Us| г.и. (о (0), 9) =0, 

因此 在 T- 的 邻 域内 产生 边界 层 现 象 ， 为 了 要 构造 边界 层 校 
Е, RMT- 的 邻 域 
内 引进 局 部 坐标 系 O p). 

K P EAA T- 上 的 
任意 一 点 ， 从 点 P EHR 
Q 内 下 边界 了 -的 长 为 ” 
Ш: РЕ, 要求 PE 
与 4 轴 相 交 成 锐角 O: 


|0|<% —$, 


ЖАЛИ РЕ Г-н AX. ЖЕ Г- 


的 邻 域 内 形成 一 个 @ 的 子 区 域 Q.. 

设 s 是 PR 上 的 任意 一 点 ， 令 p 等 于 РӘ 的 长 , 即 沿 内 
RR PREA P BIR S RIER, $ o ÆW T- A ASAP 
МЕ АР. REE Q, АЯ Т АНАА S (o, ©). 
АЖ (р, 2) 与 原来 坐标 系 (w, 内 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 
关系 :2% 二 vw(p, p), y=y (p, 9)， 当 p=0 时 即 得 到 边界 芽 _ 的 
参数 方程 2~w(0, p), y~y(0, p). RUBERT- 具有 
2m 阶 光滑 度 ， 在 新 的 坐标 系 下 , 在 P. 的 邻 域内 算 子 L.u 可 
以 表示 为 

Lu=ela(p, р +2B(p, p) аа +У(ф, p) r: 
(р, + ш(р, p) S+ (р, p) u} 
+ (e, Ф) talo, P) 95—90, фи, (1.85) 


其 中 
др ү? o p 
alp, p) — а(р, т (52°) +20 (р, p) 2 Эт 
⁄ 8 2 
+е(р, p) (5) ， 
B(e, p) = a (o, p) др ар (р, в) 


др др , др ар др др 
х (22 ду Әу 25) еб, р) y 


2 
Y(e, Ф) =alp, p) (2) +20(р, p) == 
ay telo, p) (52 22), 


ё? 
o(p, Daat p) +26 (р, p) О 


+е(р, p) 


> +d(e, p) Že 
+e(o, p) 2 55. 


LCP, p) =а(р, DEZ 2 (e, р) = 


о Y 


telo, p) td (©, р) ÎL 


д, 
Әу 3 (1 ` 36) 


х(0, p) = 


alp, p) ==a(@, Y), b(o, р) = b (a, у, ° 
根据 假定 , Lon 是 椭圆 型 微 分 算 了 ,cu у, 0, 因此 扒 得 


alp, ф) 20, (1.87) 
mH 


5(0, p) =£ | „= cos (o, а) 20, (1.38) 


由 于 算 子 Lu 的 系数 是 充分 光滑 的 函数 , 在 p 一 0 的 邻 域 
E Taylor 展开 式 将 它们 表示 为 : 
alp, p) =oÁ(@) + а (ф)ю + 
| + вх (ф) о" taxnlp, Фр", 


вооон офор сводов Э rteess 


dp, p) = бо (@) +Ó: (@) p+ 
. + бх (ф) р" духа (р, PT, (1.39) 
до(ф) ~ (0, 2720 (р 为 常数 )( 由 (4.38))， 
оо(ф) =9(0, g) 29220 (9 为 常数 ) (由 代 .37))， 
.在 Q@, 内 将 算 子 L, КЛМ. УК, ПАНКА 


1=p/s， ЗИП rnei. К ЗСА 88) A p 


都 换 为 sb RA (1.35), RISE] L, 的 新 的 分 解 ， 
eL.u= WMout é Riu: e+e Ryut ent Вузы, 


я (1.40) 
ти == -+09) 08, (1.41) 
Ru (р). y В 295 o ОЕ 
О О ОЕ 


Rullis N> жая, кифая НТИ <, 
MAT Ви 的 系数 是 形 如 # H (р, ФУМ, 其 中 EQ N +1, 
H 是 一 有 突现 数 . 

和 常 微分 方程 情形 一 样 , ЛЕ Г. 邻 域内 求 问题 A, 的 边界 
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层 解 为 以 下 形式 
%,(%, Y, в) =V (£, р) ++ 
per ionat, (1.43) 
要 求 它 满足 齐 次 方程 
Lw, = Г. (гед) =0. (1.44) 
## (1.48) КА. (1.44), ARREA (1.40), AH s 的 同 宕 项 并 
< 8 的 系数 为 零 , 则 得 到 确定 2 的 递 推 方程 


Мою=ао(р) Se tolp) Ge =0, GLB) 


Мои= — УВ... (1.46) 


方程 (4.45) 关 于 变量 t 是 一 常 系数 的 二 阶 线性 齐 次 常 微分 方 
程 , ЛЖ (1.46) 是 非 齐 次 二 阶 线性 常 微分 方程 , 它 与 (1 .45) 
的 差别 只 在 于 方程 的 右 端 . 
方程 外 .45) 的 特征 方程 是 

a| (фу л + до (0) A = 0, (1.47) 

此 方程 对 Г- 上 任意 一 点 9 在 左 半 平面 上 有 一 个 根 
до 

00) = -2 <o, 
此 根 的 个 数 正 是 问题 4。 退化 为 问题 Ао 时 所 失去 的 定 解 条 
件 的 个 数 . 因此 问题 A, 4 s= 0 时 正则 退化 为 问题 Ao. 与 
一 (gp) 相应 的 特 解 是 ， 

v=exp[— А (p)t] =exp Е £], 


显然 ， 它 具有 边界 层 性 质 ， 我 们 自然 要 求 we 与 wo 之 和 满足 
失去 的 边界 条 件 


(vo 十 Wo) | r= 0 
或 


00| 1-0 = 4% [›-0 = —%(0, 2), | (1.48) 
如 此 求 得 边界 层 校正 项 的 一 次 近似 
% = —w(0, ф)ехр(- А (р) 2) 
= —0(0, Фохр [-м®) L]. (2.49) 
至 于 高 次 近似 o, 可 由 方程 (1.46) 在 边界 条 件 
vfr =w] r- (1.50) 
下 求 得 这些 函数 具有 如 下 形式 
s= P.G, фехр(—м0 =Pi(L, g )exp л) £], 
(1.54) 
其 中 Pi 是 次 数 不 超 过 1 的 变 景 t 的 多 项 式 , 其 系数 依赖 于 变 
Ио 因此 都 是 边界 层 类 型 函数 。 按 边 界 条 件 1.32) WE 
(1.38), (1.34); 按 边界 条 件 (1.48)，(1.50) 逐次 解 方程 
(1.45) 和 (1.46) 即 求 得 函数 o, 和 ww， 一 般 地 ， 级 数 (1.30) 
和 (1.48) 是 渐 近 级 数 , 只 取 具 有 余 项 的 有 限 项 之 和 , 即 构造 问 
题 A, 解 u, 的 如 下 渐 近 表示 


m m+1 
„= 5 etwi + 2 в“ Бе". (1.52) 
此 时 要求 vm+1 满足 的 边界 条 件 是 ， 
myil r-=0, (1.53) 


ERKA (1.89) 81 (1.40) p HEN =m+1, H 1.82) 
911.40), 8414 


Nn 
ami], Z, = Ги, — L, ( wo + >) вш ) — 5( 
i=l Р, 


7+1 


> е") 
> 
= 406 + Та (2 81 Wi J+ eLs( >! etw 外 
t=1 sp 3 
m+2 m+l 
= {== [ Mot S en, ($ er, J}. (1.54) 
| i= 20 


i 8 (1.38), (1.34) 8 #J ¿=m ЖЕ ЖА, 方程 
(1.45), (1.46) 直到 j= 一 mw 为止 者 成立， M: ЕАН ñ 
第 一 个 花 括 号 中 s'(0<i<m) 的 所 有 项 都 消去 ， 在 第 三 个 龙 
括号 中 si Gm 二 起 的 所 有 项 亦 完全 消去 ， 因 调 在 了 .54) 的 
右 端 是 一 个 形 如 e” gm 的 表达 式 , 其 中 

gx = — Гош – (Вила - Ваз 1 4- Ваа) tee 

f (1.55) 

Е 0-С - ИВ) р-н. 从 而 得 到 余 项 中 Z, 
所 满足 的 方程 

Г. == gn. (1.56) 

15 渐 近 解 的 进一步 讨论 和 余 项 估计 因为 构造 的 边 : 
RRRA о; 只 在 @ 内 有 定义 ， 所 以 等 式 (1.54) 和 (1.56) 只 


在 Q, 内 有 意义 ， 现 引入 平滑 画 数 后 ) e <; 


(=) Е o<y(2)<1, (1.57) 
并 且 在 [0, ARTER о ERT. ЕН ВВ 
Heu RO у (2) 


. Q, (<, y, e) = (= =, p) 


-| 0) (6. в), Жо, (1.58) 
0, E Q—Q@,. 
Hik К Q— V (A) УСВА REX BJ A, 1 
HAAR DD A AFER: 
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рб, [ta +I (21 е Wi )+ eb (Ss 8 w; )} 


-人 i+ S eR | (2): Se |) 
= —gmt1 Гао е [ам > e*R, | 
х (2) 5 в", |. | (1.59) 
当 D hs 数 的 性 质 K (1.59) 就 是 
a. 54). 当 p> ŽL 时 (1.59) 中 的 第 二 项 为 零 ， 
当 如 <p< 各 9 时 ,由 于 w 合 有 的 因子 exp( 一 hn(p) 2) 
DEUSTE 零 , 故 可 写 


а? ч е1 \ Or 
Br Lb) D Jo (6) tm, 001. 
从 而 可 写 (1.59) 为 ， 


smp в" W£) 


хез моје, |05 еә). (1.60) 
ЯНУ (1.45), (1.46), RAE 9(1.56), 由 此 推 
8 Z, B 8 ДЕ BJ Jy 88 (1.56) # Q—V (А) —V (B) р #b R 

Ў, gm 是 一 有 界 函 数 . 
根据 边界 层 函 数 的 构造 ， 由 方程 仁 .86) 我 们 知道 Zn 是 

-下 面 边 值 问题 的 解 : 

L,Z, = gm, (1.61) 
Z,,|rag-voo=van = 0. (1.62) 
如 能 证 得 2,=O(， 则 得 到 摄 动 问题 4。 渐 近 解 的 余 项 
В, ВЕ Ое") H E. „Ноотерник 和 Вишик 利用 范 数 估 计 
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得 到 以 下 的 结果 . 

定理 1 若 摄 动 问题 4, 的 参数 具有 2(m+1 НИХ 
滑 度 , 则 | 

u= to+ 21 sn +S er, в", (1.52) 

其 中 u 是 由 第 一 选 代 过 程 得 到 , 5, 是 T- 邻 域内 的 边界 层 函 
数 , 由 第 二 迭代 过 程 求 得 ， 

#9-9-7Ф-У(В), z, mt, 

le = | [аа 


Q 
则 在 包 内 有 
[mlg =0 (e, (1.68) 
此 外 , ХА (1.52) 可 逐 项 微分 1 十 2 W. 
Du - > e Рао; Y е", + Diz, (1.64) 
= fs0 


(DER $ 阶 的 篇 导数 ), В. 
| Drenjz=O(e 的 ，| Daznlz 一 O(em)， 
[25.0 = 0( "5, (1.65) 
арго =0 (6">, «2, 
其 中 D (7-) 是 边界 三- 的 邻 域 ,Qi1-Q-U(CT_) 是 不 包 合 
U(T _) 的 任意 一 个 固定 的 子 区 域 
这 一 定理 的 详细 证 明 请 读者 参看 [1]. 
应 指出 ,车 方程 右 端 有 直到 2m+1 阶 偏 导数 ， 而 方程 系 
数 的 光滑 性 条 件 再 低 一 些 , 仍 有 
[zala = 0e"), |D 008"), 
НПЗ АУ ЕС О (ета), 它 的 一 阶 偏 导 数 为 OD, 


1966 年 Eokhaus and ОЕ Јавег а] JE 5) BB] (1.16), 
(1.17) 8:57 ТТИ y (1.16) 的 极 值 原理 ， 根 据 极 值 原 理 
证 明了 这 一 问题 渐 近 解 的 余 项 按 最 大 模 亦 为 04e" т) ЮЕ, 
对 余 项 的 导数 未 作出 估计 . 

在 本 节 开 始 我 们 曾 指出 , 问题 让 .16), (4.17) 的 比较 简 
ВН Wasow™, Levinson" 研究 过 , 但 Levinson #J 
造 边界 层 函 数 的 过 程 过 于 复杂 , 需 解 一 阶 非 线 性 偏 微分 方程 ， 
而 Люстерник-Вишик 方法 对 于 非特 征 边界 只 要 求解 常 系数 
常 微分 方程 ( 兄 代 .45) 和 (1.46))， 对 于 特征 边界 情形 也 只 是 
解 一 个 简单 的 二 阶 抛物 型 方程 ( 见 最 后 一 节 ) 这 样 Tocrepuux 
和 Вишик 将 构造 过 程 大 大 减 化 , 从 而 促进 了 奇异 摄 动 理论 的 
发 展 , 使 它 的 适用 范围 更 加 广泛 . 

在 以 上 讨论 中 边界 层 校 正 项 的 构造 是 在 Q@- 玉 (4) 一 
V(B) 内 进行 的 ， 至 于 在 切 点 4 和 如 的 邻 域 内 如 何 构造 边界 
层 函 数 请 参看 本 章 末 所 提 到 的 研究 工作 . 


$2 高 阶 椭圆 型 方程 第 一 边 值 问题 


91 微分 方程 问题 设 Q@ 是 % 维 空间 R, 的 有 界 区 域 ， 
具有 充分 光滑 的 边界 Г. ФИН == (t, ta, e, mw) 表示 B, 
的 任意 一 点 。 在 Q@ 内 给 定 微分 算 子 

La= У) as (a) De, (2.1) ` 


Тон У) ÒD G=1l,2,. 9), (2.2) 


其 中 a= (as, Qa, `. 5 an) 是 下 标 @.>0 序列 ， 
[а] =a taat а 0° = DEDDY, 
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D,- -2 


д2, 
假定 系数 04(2) 在 Q@t 研 内 充分 光滑 ， 现 组 成 具有 小 参 
Zrele E [0, sl) 的 微分 算 子 Г 
2 
L.=2 e'Lorsi t Lor. (2.3) 


BERT Ze。，7ax 都 是 椭圆 型 微分 算 子 , 即 它 们 的 特征 多 项 式 
PG, 6) = > 96)6*, Роба, 6) = У) а. (в) 5", 
(2.4) 
对 任意 实 向 量 上 = (61, 6», =, EN +0 ИЕ ИЕ Q-+ T' ЯЖ 
为 零 . E НИЯ 266, 
ERT 内 我 们 研究 如 下 的 摄 动 问 题 4. 和 退化 问题 
Ао; А 
摄 动 问题 Ae ОГ ИМ 26-21 А Jy ga — 
边 值 问 题 . 


(s=1, 2, =-=, n), 


Lu, S! Тыш Lo = h (a), ` (2.5) 
s| =0, 001,0 (s=1,2 -= 8-0, (2.6) 
др | 
Е r=0 (j=0, 1, =, 1-1), (2.1) 
其 中 pp 是 边界 的 内 法 线 . 


退化 问题 А0(е 一 0)， 在 @+ 工 内 解 2b 阶 椭圆 型 方程 第 
一 边 值 问题 
Loyw = ! >, а. (2) Рәш = (к), (2.8) 


0, 0% | =1, 2 Е 
wlr 0, др 所 0 (s 1, 2, > £ 1). (2.9) 


当 8~0 讨 问题 4 退化 为 问题 4o， 此 时 方程 (2.5) 的 阶 
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И EUR Z 件 (2.7)， 
因此 当 摄 动 问 题 A, 退化 时 将 失去 1 个 边界 条 件 ， 在 边界 工 
附近 产生 边界 层 现 象 . i 
22 基本 和 迭代 过 程 为 了 构造 摄 动 问题 (2.5)，(2.6)， 
(2.7) 的 渐 近 解 ， 和 常 微分 方程 情形 一 样 ，.IocrepHE 和 
Вишик 将 过 程 分 为 两 步 . 
1) ДА BERKER Q AA RAR У м 
Ж DHE НЯ Л, AEJ A FIER; 
-ow steat EW t e + E Unt, (2.10) 
要 求 它 满足 方程 (2.5). 
Law, = (Lont Горь в Dorpat ++ 
На Lopa (wot ewi +) 一 六 (Oo) (2.11) 
和 边界 条 件 (2.6) . 
在 方程 42.ffy 中 合并 WERT, AS e 的 同 窜 项 系数 
为 零 , 则 得 到 确定 wo, w, … 的 递 推 方程 ， 
Тойво = ћ, 
Ги = — Горло, (2.12) 
Гара = 一 Loss odo Dorsi, 
第 一 个 方程 就 是 退化 方程 (2.8) ,其 余 方程 和 它 的 差别 只 在 于 
右 端 项 ， 和 以 前 一 样 , 解 这 些 方程 时 我 们 将 遇 到 的 困难 是 , 这 
些 方程 的 右 端 部 是 以 阶 数 高 于 Ler 的 算 子 Lora 对 已 求 得 的 
wi 所 作用 的 结果 ， 因 此 必须 要 求 算 子 L, 的 系数 ， 右 端 丽 数 
有 以 及 边界 荆 足 够 光滑 ,以 保证 迭代 过 程 得 以 合理 进行 ， 此 
外 ， 算 子 Ls. 是 2k 阶 椭圆 型 算 子 ， 方 程 Loan (В, 
g= — Гато, …) 的 解 上 只 需 个 边界 条 件 (2.6) 就 足以 确定 ， 
而 问题 A, 的 解 是 由 -Fl 个 边界 条 和 件 (2.6)，(2.7) 所 确定 ， 


ИЖ 一 般 地 不 满足 其 余 1 个 边界 条 件 ， 为 了 补足 失 去 的 ? 
个 边界 条 件 , 还 需 第 二 迭代 过 程 以 构造 边界 层 校正 项 . 

2) 第 二 迭代 过 程 ”这 一 过 程 的 基本 思想 与 二 阶 椭 圆 型 
方程 情形 一 样 , 但 由 于 方程 是 高 阶 的 ,在 处 理 方 法 上 将 复杂 得 
多 . 先 在 边界 Г 邻 域 内 引入 局 部 坐标 、 设 4 E Г КАЕ 
一 点 ， 它 的 位 置 由 坐标 p= (рі, фа, "~", М. МАШ 
ХХ AI ГИ АВ, AB ЮК 56(6>0). Hz 
6 适当 小 使 得 这 些 内 法 线 互 不 相交 这 些 内 法 线 的 全 体 充 洲 
于 区 域 @ 僻 近 边界 工 的 那 一 部 分 ， 形成 ӨЮТКЕ Г, 3 
们 在 ГЬ рК Е ААК (р, p = (р, фа, `", фал). 
若 点 4 是 荆 上 的 任意 一 点 , 其 坐标 为 p= (фа, …, фал), АВ 
ЖА АБН Г Я ГМИ, № АВ 上 的 任意 一 点 0 
BJ EPS (р, фл, `, ФО) 定义 为 : 坐标 o 表示 点 OC 到 点 4 的 
距离 ， T p= (фа, pa ++", Фал) 是 边界 一 上 点 4 的 坐标 . 
p=0 是 边界 六 的 方程 , pi=const(¿=1, 2, =, n 一 确定 了 
T RARR. f 

我 们 将 每 一 个 微分 算 子 Таа 按 新 坐标 系 (p, 由 表示 为 


2644 
Гоу ш aorti (р, pÊ др ни + 2 >: > 


=] S<) (s) 


X В), = (р, за DS и, (2.18) 
其 中 (是 一 组 非 负 数 s$(i=1, 2, …, n—1), (8) = (sr, Sa 


e, Sn-1) , > s =s, ВӘ r . МЕТ Lor 中 所 
有 2k 阶 偏 导数 项 之 和 亦 有 类 似 的 表达 式 ， 即 (2.18) 中 ;0 
的 情形 . 

将 (2.13) 中 的 每 一 个 系数 оо, Bro Æ p=0 的 近 旁 按 
Taylor 公式 展开 , 我 们 有 
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-N 
Orti (p, Ф) = Aai (ф) + 27 0"озьн, (ф) 


Но Зод, ха (бю, 9), (2.14) 
В; (o, ф) = = Ва (9) 十 > 8, өе" 
Hoyt Binna (Pop, p). (2.15) 
作 伸 长 变换 
t= L, (2.16) 
e 
那 末 > 
Br = == (2.17) 
H (2.14), (2.15) RI 
О? 
Qorti (D, 9) —s— DT 


=g ао | oy (PE Ув Рен 


PETH ant мз (04, p)? zs ии, (2.18) 
д*+- $ 
В; p, p) ОЗЕРЕ Р®ц 


= s (ti [ 


Wg 
33, еу (p) 十 2) 891° 8, сау, (Ф) 


—+4—} 
NIHIAN +1 a 
+8 В, waea (030 p) Грем 


2 


(2.19) 
其 中 aarti (p) = 4:00, p), Ё; со (0) = 8, 98 (0, р). 将 4 (2.18), 
(2.19) {RA (2.13) ај | 


8 L+ gs ` alam (p) 257 Sr ye а. 


Tesla Ha], (2.20) 
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其 中 дзен 
二 i~ 
atu 


Likau = laari, 10р) -gat i X 8.000) 5, ‘НЕЕ 


Lu WSN ERT t, p 多 线性 ПОЯТ, АЖАН 
О (р) ё, 0<7<ь 的 形式 , CO) р КЖ, 
最 后 , 算 子 L842 的 系数 具有 
оо, ха (010, PMET, Вю, мн (Вар, p 
的 形式 ,其 中 aaisen Breo- 是 p, @ ПН. 
H (2.201389 РГ 的 第 二 次 分 解 
L, и=У s'ha = 8 J Mout > M |, (2.21) 


= 


tu уя) 
Рн, 


) {9+1 


其 中 
g +š 5 
好 ov 三 > ОС: (р) (2.22) 


дрн ++ 


是 关于 变量 诗 的 常 微分 算 子 ， ВОНР h 线性 微分 算 
+ Мат) Ажа 21060) хи Е yK: Ш M @. u 的 


RRRA > а; (р, PE ША, Ж 0, (р, ф) Ж уе 35 


№ oo 的 有 界 函 数 ， . 
ЖЕ Г. ИЖЕ PL ELE IE Yi w 为 以 下 形式 ; 
v= 6 (vot evrt tHe mnt, (2.23) 
要 求 它 满足 齐 次 方程 . 


Тм, =0, ом) 
Е, Z ао, о, ДЕ ЖИТТЯ 38 p (2.7) 并 
且 此 和 除 O4s) 量 外 仍 潢 足 前 个 边界 条 件 (2.6), H (2.24), 
(2.21) 和 (2.23) 我 们 有 
0= L. E (vot evit eeo tee] 
(Mote Мара М 1) 
X (to evrt +. 4 690,4), (2.25) 
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它 的 主要 部 分 是 ， 
Movo= оО “Вне. = =0. (2.26) 


这 是 边界 层 校 正 项 中 一 次 近似 vo 应 满足 的 微分 方程 由 于 
我 们 所 讨论 的 摄 动 问题 当 e =0 时 将 失去 7 个 边界 条 件 ,为 了 
在 第 一 迭代 过 程 所 得 的 函数 中 加 进 边界 层 校正 项 以 补足 这 失 
去 的 1 个 条 件 ， 当 然 要 求 在 第 二 迭代 过 程 所 构造 的 函数 具有 
1 个 自由 度 , 是 一 边界 层 类 型 函数 . 

23 正则 退化 方程 (2.26) 关 于 变量 1 是 常 系数 常 微 
分 方程 , 它 的 特征 方程 是 


Аж > Оу (p) M= =0, (2 .27) 


因为 算 子 Le 和 Laa НИЯ, МЫ 

Gay (ф) = op 0, p) #0, оока (р) = əx+ai (0, p) #0. 

如 果 方 程 (2.27) 具有 负 实 部 根 的 个 数 等 于 1， 即 等 于 摄 
动 问题 A, 退化 为 问题 Ao 时 所 失去 的 边界 条 件 的 个 数 ， 则 称 
问题 4, 正则 退化 为 问题 4o( 为 简单 起 见 ， 假定 这 些 根 是 单 
H). 

我 们 假定 退化 是 正则 的 ， 那 末 方 程 (2.26) 的 通 解 有 如 下 
形式 : 

ee 


其 中 -NG) G=1, 2,…, 站 是 方程 (2.27) 的 根 Ro), (g) > 
ho>0, 因此 方程 (2. или 在 个 条 件 

ба) UG) G0, 1, ID) (2.29) 
下 系数 Ci 可 叭 -确定 ， 事 实 上 ,将 (2.38) 代 入 (2.29)， 我 
们 得 到 确定 ! 个 系数 C,(p) 的 线 代数 方程 组 
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окр (== (9) (s=0, 1, =, 1-1), (2.30) 


它 的 系数 行列 式 是 Vandermonde 行列 式 , 根据 假定 , 此 行列 
式 蜡 于 零 ,所 以 0:(g) 被 唯一 确定 . 
由 方程 (2 .站 ) 我 们 可 以 得 到 高 次 近似 也 应 满足 的 递 扒 


方程 , 
Мо = -> Мил, G=1, 2, e). (2.81) 


Л (2.31) 是非 齐 次 方程 ， 它 与 (3.26) 的 区 别 只 在 于 非 齐 次 
项 ， 下 面 我 们 要 证 明 ， 这 些 方程 在 一 定 边 界 条 件 下 的 解 о 都 
是 边界 层 类 型 函数 ， 

2-4 二 重 迭代 过 程 现 将 第 一 法 代 过 程 和 第 一 迁 代 过 
程 结合 起 来 逐次 确定 函数 Wo, Фо; Wi, Vitta 

按 前 面 讨论 , 构造 的 级 数 解 

и, = (wot ewit ++) +e" (чо evt) (2.32) 

一 般 地 是 渐 近 级 数 ， 我 们 可 以 求 此 解 为 具有 余 项 的 有 限 项 之 
和 , Вр 


и. = И, а 8nt1Z,, (2.88) 
其 中 
И’, = wot ewit tH 80, (2.34) 
Vare = vot evt ee + etong, (2.35) 
sf ERDI, 
为 对 称 起 见 , $ 
Wn == 0р ра t EUWE, (2.86) 


我 们 要 求 , 在 展开 式 (注意 Г, 的 原来 分 解 (2.83) 和 第 二 次 分 解 
(2.21)) 
L,W,—h= (L. e Larit eee 
+ e” Lorra) (wt swit. + Ewa) —h, 
(2.37) 
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L(V na) =e (Мо s Mit eet ev iMy+1) 
X (rot #0341- +. На" к) (2.38) 
中 ss= — Ё, —k+1, +, 号 的 所 有 系数 为 零 ， 同 样 得 到 确 
ER Wo, 01, =, Wa 的 第 一 迭代 过 程 ; 
Latua = h, 


Loa, 一 一 Ў) Larsi (2=1, 2, =, n), (2.39) 
Lea 80 {8>0), 

以 及 确定 边界 层 函 数 的 第 二 和 迭代 过 程 (取信 一 2F 训 
Мо = 0, 


. | | (2.40) 
Мот = — D Ми». (2= 1, 83, 1e, ВНК). 
从 而 由 (2.87) 和 (2.88) 得 到 


LWa=ht ety, (2.41) 
L, (EV ак) = "ЗУ, (2.42) 

因此 
LZ,=-—(X,+Y). (2.43) 


利用 边界 条 件 将 第 一 迭代 过 程 和 第 二 迭代 过 程 连结 起 来 
以 得 到 二 重 近代 过 程 ， 由 边界 条 件 (2.6)，(2.7) 和 伸 长 变换 
(2.16) 我 们 有 


ди, ' | ды. ` з ди „| _ 
Ор’ n бр i, аР оо 9 CAD 
(s= 0, 1, e, k-+-1— 1) , 
ЖА (2.33) В (2.44). 
ёт. IW, ns DV nee 
Oo: Ir др? | „о +E де lao 
n+1 ФА | | | 一 
1% Op | p=0 =0, 77 `; (2.45) 


在 上 式 中 合并 е КА ОЛЭР s! <) Я ЖЖ №, 


дели, | OW | 0 (2.46) 
др? | p=0 дг? | 1-0 ' 


H (2.36), 在 (2.46) 中 令 w,=0, v, =0(r>0), (2.45) 
РОГ s (e<cn) ИНКИ АИВ 33) 


Za | _ _ ... _ | 

2р? о Ya (s= 0, 工 641—1), (2.47) 

Ну, ре Ж. 102.46) А} 0535 k 4 
边界 条 件 可 改写 为 ， 


asw: Fw, | (о 1, =, h—1 ) 
др t=0 ¿=1, 2e п А 


p=0 9 

(2.48) 
这 是 函数 ww 应 满足 的 边界 条 件 ， 当 s=%+r, r>0 W # 
(2.48) 中 将 itr а, о маг, 可 将 (2.46) 中 其 余 1 
个 条 件 改 写 为 ; 


ato, дет, ("0 1, 2, =., 1-1 ) 
n=0 \9=0, 1, 0, n+ Ë 


тд | ,0 Əph*r 
| (2.49) 

这 是 函数 % 应 满足 的 边界 条 件 . 

当 Y=0 时 根据 (2.36) 边 界 条 件 (2.48) 的 右 端 等 于 零 , 因 
此 边界 条 件 (2.48) 就 是 边界 条 件 (2.9), 是 退化 问题 4。 
的 解 ， 我 们 假定 ， 退 化 问题 A, 不 位 于 谱 上 ， 即 在 边界 条 件 
(2.6) 下 零 不 是 算 子 Lo 的 特征 值 ， 在 这 假定 下 解 w 存在 且 
唯一 . 

求 得 wo 以 后 ， 肖 由 方程 (2.26) 和 和 边界 条 件 (2.49) 
G=0 REA то. 条件 (2.,49) 在 此 情况 下 有 以 下 形式 ， 
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Әу! Otwo 


ото WI$II ES (2.50) 
Et vo | 一 0 (r =1, 2, ..., 1-0. 


Әв" | =o 
这 是 条 件 (2.29) 的 特殊 形式 , 根据 我 们 在 2.3 的 讨论 vo 是 唯 
一 确定 的 , 并且 vo 具有 (2.28) 形 式 , 是 边界 层 类 型 函数 ， 

按 边 界 条 件 (2.48) 解 方程 (2.39) 可 逐次 确定 函数 ww 
204, =, tw; ” 按 边界 条 件 (2.49) 解 方程 (2.40) 可 逐次 确定 函 
数 01, 0а, U, Onr 由 于 函数 w 和 ww 是 由 边界 条 件 (2.48) 和 
(2.49) 连结 在 一 起 的 , 我 们 可 以 “ 措 配 地 ”确定 这 些 函 数 , 即 逐 
次 求 得 Wo, Vo; wi, vye, 如 此 我 们 得 到 求 Wo, 0; Wis 
24 … 的 二 重 迭 代 过 程 ， 

在 边界 条 件 (2.48) F, 根据 退化 问题 Ао 不 在 谱 上 这 一 
假定 , 方程 (2.39) 是 唯一 可 解 的 ， 例 如 第 i(i< 忆 个 方程 , 只 
要 w, т (гб) ЕК, 其 右 端 是 已 知 通 数 ， 按 假定 ， 齐 次 
问题 只 有 零 解 , 因此 它 唯一 可 解 . | 

在 边界 条 件 (2.49) 下 方程 (2.40) 亦 有 同样 结论 ， 不 但 如 
此 ,而且 在 正则 退化 的 情况 下 它 的 解 是 边界 层 函 数 (其 定义 见 
第 一 章 $1.)， 例 如 第 个 方程 ， 当 a, a, (<), wi 确定 以 
后 , 方程 (2.40) 的 右 端 是 已 知 函 数 ， 现 证 o, 是 边界 层 类 型 函 
数 , 是 被 唯一 确定 的 . 

引 理 1 方程 (2.40) 的 解 wG=0, 1, …, nn 二 从 有 以 下 
形式 | 


s= З РА po, (2.51) 
其 中 Pu 0) 关 于 变量 t 是 一 多 项 式 . 
这 一 引 再 与 第 一 章 §1. 引 再 相似， 其 差 别 在 于 多 项 式 
Pali 内 的 系数 是 变量 9 Я, 
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证 明 用 归纳 法 证 之 . 34-0 时 由 (2.28) 知 道 , 这 一 论 
断 成 立 ， 假定 对 一 切 wG<? 一 已 这 一 论断 成 立 , 现 证 当 
s= ?时 论断 亦 成 立 , 根据 算 子 工 ,的 第 二 次 分 解 的 结构 (2.21)， 
算 子 六 ,(p< 入 一 n 二 有) 的 系数 是 次 数 不 超 过 wp 的 多 项 式 , 并 
且 所 有 wv.(s<i 一 了 都 具有 (2.51) 形 式 , 从 而 方程 (2.40) 的 有 
端 亦 具有 此 形式 , 我 们 把 它 表 示 为 bi 


b= > b 
k= C, nte, (2.52) 
现 以 5,; 为 右 端 , 利用 常数 变易 法 求 方程 
Мора 0 (2.53) 
如 下 形式 的 特 解 ， 
= SD... (р) ет? (2.54) 
将 这 些 特 解 迭 加 起 来 就 得 到 (2.40) 的 第 :方程 的 特 解 
и = > va, (2.55) 
М = bi. (2.56) 


方程 (2.40) G> D KRAT RRM E3F2k y E Movo=0 
的 通 解 得 到 : i 
Ф =v + уо, (pje ^* (2.57) 
МИ (2.54), (2.55) 和 (2.57) 推 得 方程 (2.40) 的 解 亦 具有 
《3.51) 的 形式 ， 于 是 引 理 得 证 . 

将 (2.57) 代 入 (2.49) 就 得 到 含有 1 个 方程 L 个 未 知 数 确 
定 了 个 系数 Co) 的 线 代 数 方程 组 ， 这 个 方程 组 的 形状 与 
(2.30) 相同, 唯一 可 解 . 

在 求 得 所 有 VC(i 一 0,，1，2,…, n) 以 后 可 类 似 地 求 Vatis 
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vnin s 但 需 注意 oa ==0(p>0), ВЕ (2.86). 
迭代 过 程 对 ww 来 说 到 名 步 为 止 ， 对 4 来 说 到 nb 步 为 止 ， 
最 后 得 到 摄 动 问题 A, 的 渐 近 式 (2.88) 和 余 项 e112 中 加 
所 满足 的 方程 (2.43). 

25 渐 近 解 的 进一步 讨论 和 余 项 估计 上 面 求 得 的 边 
界 层 函数 w 只 在 Г. 内 有 定义 ， 等 式 (2.48) 只 在 TT 内 有 意 
X. 为 了 使 得 2 在 整个 区 域内 有 定义 ,在 了 内 将 它们 都 习 
ERKA Plo): 

| wp) -人 А 0o<y(p <1, — (2.58) 
并 县 在 0<o<ë 内 关于 变量 о 无 限 可 微 ， 将 乘 上 平滑 函数 的 
边界 层 函 数 表 示 为 ， 

пу, (2.59) 


М p< H, о; 4 220 ў 0, Я 9, W 0, 
如 此 ww 扩充 到 整个 区 域 @ К. М <р 20 ы, ща й 
有 指数 型 浙 近 等 于 零 的 因 于 exp( =A) L), МАНЕ 
意 正 整数 2 有 


[v—n] = О (а), 
| Din; — D] = O (80, 


R D: 是 任意 4 阶 的 偏 导数 ， 如 此 摄 动 问题 4. 的 渐 近 解 
AUTER: 


ии] > emt e"t Z, (2.61) 
(m, = (ө) v). 
由 \2.60)， 在 区 域 和 内 处 处 有 (2.42) 成 立 ， 从 而 (2.48) 在 @Q 
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(2.60) 


内 亦 处 处 成 立 , BH Z, 满足 方程 
L.Z,=—(X,+Y,)., (2.43) 
H (2.47) Z, 满足 的 边界 条 件 是 ; 


2 =y, (s=0, 1, =, ВЮ. (2.47) 
E ir 


如 能 证 得 2 在 相应 的 Banach 6% 11, =O (QD W 
得 到 渐 近 解 的 余 项 是 O(s"*”) 的 景 ， 在 一 定 条 件 下 这 一 论断 
是 正确 的 , 现在 来 证 明 它 ， 


先 构 造 一 函数 Z, -要 求 它 满足 边界 条 件 (2.47) 并 有 
2(6 十 路 阶 有 界 导数 .例如 ， TMA 
ZP =Y) PES Te e, (2.62) 


Hop p(o) Жр (2.58), жи 7 求 方程 2. 名) 在 边 
条 件 \2.47) 下 的 解 为 以 下 形式 : 


Z,=Z;b L Z, (2.63) 
其 中 Z? 是 方程 
| LZ? = 一 (Xn +Y, +L, (2.64) 
. 在 齐 次 边界 条 件 
s (s=0,1, =- 41-1) (2.65) 
ТЕЖ. 


我 们 假定 ， 道 算 子 Г 当 0<e<so 时 一 致 有 界 ， 即 对 于 
一 切 满足 齐 次 边界 条 件 (2.65) 并 且 使 算 子 L, 有 定义 的 函数 
ЖТЖ УУ, 
[La Salu", (2.66) 
其 中 | [E LQ WR, co оз 都 是 正 的 常数 ， 由 (2.6 人 和 
(2.66) ЖА: 是 有 界 的 ， 
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k 


12.1.1251 1223, (2.67) 
[ZPAF FaH. 


至 此 ， 我 们 构造 了 摄 动 问题 (2.5)，(2.6)，(2. 人 1 的 渐 近 
解 并 对 余 项 作出 了 估计 ， 在 整个 讨论 过 程 中 我 们 利用 了 以 下 
四 个 条 件 ; 

А. 退化 问题 Ао 不 在 谱 上 ; 

B. 当 s=0 时 摄 动 间 题 4。 正则 退化 为 问题 A о 

С. AF L, WJ Wiki Lp 在 (2.66) 意 义 下 一 致 有 界 |” 

р. НИР LUSA, НН h MA 
界 7 具有 一 定 的 光滑 度 ， 使 得 方程 (2.89) (0221), (2.40) 
i 之 卫 右 端的 算 子 能 逐次 作用 于 方程 (2.39) (420) (2.40) 
(2220) 的 解 . 

在 这 些 条 件 下 我 们 得 到 如 下 的 结果 ， 

TE? ИЖ АО, МАИ А, НИИ w. (E 
z = EHZ ,), 


и, = (0+5) etw: ) + e 5 8", 2), (2.61) 
其 中 wo 是 退化 问题 Ао МИ, a ВОВА ЕК 过 程 在 边 
界 条 件 (2.48) 下 逐次 解 方 程 (2.39) 求 得 的 ， 2, (о) о, 是 通 
过 第 二 和 迭代 过 程 在 边界 条 件 (2.49) 下 逐次 解 方程 (2.40) 求 得 


的 ， 这 些 方程 关于 变量 上 都 是 线性 常 系数 常 微分 方程 ， 余 项 
2, =0(8"+т). 


26 ЕЕ МЕЛ 

Aw Srani lp) 0 (2.27) . 

有 个 根 在 左 半 平 面 上 , 按 定义 ， 称 摄 动 问题 A, 正则 退化 为 
问题 4e， 现 在 要 讨论 的 问题 是 , 在 什么 条 件 十 方程 (2 .27) 有 有 
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i 个 根 在 左 半 平 面 上 ? 下 面 的 引 理 2 给 出 一 个 正则 退化 的 充 
分 条 件 . 
在 算 子 Ган 的 表达 式 (2.2) 中 将 D*u = Du Db... Duru $k 
2 (261) ifa) (46, “2, В 
IL (Es 9 Darsi) 5 aita „2 гәм адаа, (а) 
х (ED % (ika) (06), (2.68) 
Hp £= (61, És, +6, 6&1) 是 任意 一 个 非 零 实 向 量 ， 我 们 称 表 
达 式 (2.68) 为 算 子 Lon 在 点 % 的 特征 型 ， 对 于 原来 摄 动 算 
F І, = Lat elote +e” Lana 我 们 称 表达 式 
H,@ 1) =$) Torsi (E o Тан) (2.69) 
是 它 的 广义 特征 型 ， 设 
Г.а = Lansat Larrate 二 e” Lora (2.70) 
WEEER 
TI ,, (é 2; La) -> ё (5 а Ганн) (2.71) 
ЖИТ Г: 的 广义 特征 型 . 
5/382 车 算 子 工 的 广义 特征 型 (2.69) 的 实 部 是 正 的 ， 即 


Rell,(&; хо; D.) = > E” lya p (€; оз Гад) 
>O > Важен, (2.72) 
Ae zo ЛШ ГЕЕВ, O J: 35 zo 3 R R % 3, 
IE? = ЗЕ, 则 报 动 问题 A, ENBEN FIE Ao. 


证 明 根据 前 面 讨论 ， 在 边界 的 邻 域 I 内 引进 局 部 
坐标 系 (p, p) = (0, po s фа) КЕТ Гын 有 (2.18) 的 形 
式 ( 包 括 Lax 中 所 有 26 阶 偏 导数 项 之 和 )，wo= (0, 2, e, 
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051). ФЕЙК то 与 p НХ, m 53 рп) НЫ, MJ (2.18) 


的 特征 型 为 . 
Ë, 0 0, P, Lorri) = Qopti(p, P) Vnn) x+ > 
x >> Вы, p) Cina) 292 (бта) e Cinna), 
| (2.13) 
算 子 了。 的 广义 特征 型 为 


Й. (тур, p, LO -$y 2 Йыя (ть p, pi Larn). (2.14) 
条 件 (2.72) 在 此 坐标 变换 下 是 不 变 的 ， 即 对 于 广义 特征 
型 (2.74) 同样 有 
Вей, (70, Ф, L) - > effan (т 0, g’; Lawn) 
>D X) e пав, (2.75) 
其 中 = О, ma,，…, mr) 是 任意 一 个 非 零 实 向 量 ， 
12-5, 
# Й, ттт 1 一 0, 即 只 保留 算 子 e'Lo 中 与 
8laax+i Cp?) А уруг АНМ НО боов: (29) (бъ) t, И 
Й.(0, =, 0, na 0,95, La) =$) назаре) Сатья, 


| " (2.76) 
设 方程 (2.27) 的 左 端 为 Рывер, (А): 


Px (kti), oN) 三 = 和 A > aari p) N (2.27) 
ЖЖ , 
Paari, eien) = в" ‘ау i Cp) (ть)? 
= ff (0, °... 0, Tm 0, p, І), 
g° = (фт, +", Pama). 
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wA 
Й, (0, --, 0, n 0, o°, Le) = 2 Раа, alie). 
(2.77) 
H (2.75) , 

Вей. (0, 1:., 0, 1; 0, 29, LA >D > E” |, |280, 
因此 多 项 式 Pacwiw(%) 在 虚 轴 上 有 下 的 实 部 ， 按 第 一 章 55 引 
理 5 方程 ' 

> Ci P) M= 0 
有 了 个 根 在 左 半 平面 上 ， 从 而 证 得 引 理 的 论断 . 
27 摄 动 问题 4, 的 一 致 可 解 性 
引 理 8 车 退化 算 子 Law 对 于 满足 边界 条 件 (2.6) 的 任 


Е ТЕНИ w 是 正定 的 , 即 
(Гуш, w) >B?’ (2 (Dw, Dw) + (w, w)), 
(2.78). 
НЯ La 的 广义 特征 型 (2.71) 有 正 的 实 部 ， 
Roll a (ë; а; La) = ен (Ё; w; Lowri) 
>P gw | 3®+2, (2.79) 
= 


Жи E= (Б, …, 各) 是 任意 一 个 实 向 量 ，|#13 一 六 ,eo 是 与 


£ 和 wv 无 关 的 常数 ， 则 摄 动 算 子 L. 一 致 正定 ， 即 对 于 满足 边 
界 条 件 (2.6)，(2.7) 一 切 光 渭 函 数 避 有 (Dw и) Ви, и), 
8° 38:5) и, 无 关 的 常数 ,并 有 下 曾 能 量 不 等 式 成 立 ， 

È, ED Dui 

<0,(Г,и, и) < 03113, (2.80) 
Зори Е (2.6), (LDE R F С, h= Ги, 
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证 明 ”这 一 定理 的 证 明 与 第 一 章 $ 3 定理 3 的 证 明 是 类 
似 的 . 
首先 对 于 在 边界 长 条 内 等 于 零 的 光滑 函数 来 建立 不 等 
式 (2.80)， 和 第 一 章 $ 8 定理 3 一 样 , 主要 导出 估计 式 (参看 
第 一 章 (3.19)) | | 
(дм, DSA У) У) Dl 


-Ме( 5) Du? + jul), (2.81) 
其 中 Д, = Deano № DORREA e 的 偶数 阶 偏 导数 项 


ZM, (0) (ја, т, м), 1l=jirjad- ја. SH OK — fh 
计 式 的 方法 和 第 一 章 83 引 理 兰 中 所 用 的 方法 是 类 似 的 ， 当 
系数 是 常数 时 可 利用 Fourier 变换 


十 cc 


000 сурту] 0А 
и = ——— ш2)е ды ) dæ 
(5) РИ 


得 到 、 对 于 变 系 数 情形 , 首先 考虑 只 在 @ 的 充分 小 子 区 
域 Qi(Q:CQ) 内 异 于 零 的 函数 由 ”到 用 类 似 于 第 一 章 83 ` 
(3.21) ~(3.88) 的 推导 ， 对 于 函数 岂 建 立 起 估计 式 (2.81)， 
此 时 8 是 子 区 域 Q; 的 直径 ， 再 利用 在 Q 的 任 一 真 闭 子 区 域 
上 成 立 的 展开 式 Ts 六 &(o) 以 及 类 似 于 第 一 章 83(3.36) 
一 (8.88) 的 推导 以 得 到 对 于 任意 一 个 在 @ 的 边界 长 条 内 等 
于 零 的 光滑 函数 w 都 成 立 的 估计 式 (2.81) ,此 时 Ci(2) 的 支 集 
的 直径 3 不 大 于 ð. 

再 用 第 一 章 8 8 引 理 2 的 最 后 证 明 方法 证 明 这 一 估计 式 
对 于 任意 一 个 满足 边界 条 件 (2.6)，(2.7) 的 光滑 函数 入 亦 成 
м. 

除 估计 式 (2.81) 外 , 类 似 地 再 建立 L 中 系数 含有 *。 MA 
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数 阶 偏 导 数 项 之 和 М, КИНУ ZR В $ 83(3.41)). 最 
后 利用 这 两 个 估计 式 可 证 得 能 量 不 等 式 (2.80)， 证 明 的 方法 
也 是 类 似 的 (参看 第 一 章 §3 定理 2). 

根据 引 理 8 我 们 有 以 下 的 推论 . 

` 推论 ”在 引 理 3 的 条 件 下 退化 问题 Ao 唯一 可 解 ， 摄 动 问 
Я А, 一致 可 解 并 且 退 化 是 正则 的 . 

事实 上 , 由 条 件 (2.78) 和 不 等 式 (2.80) 推 得 , 算 子 Lo A 
L, WEEER: (Law, 00) ой (и, и) (ш 是 任意 一 个 满足 
边界 条 件 (2.6) 的 光滑 函数 ), (Гм, и) а (и, м) (и 是 任意 一 
个 满足 边界 条 件 (2.6)，(2.7) 的 光滑 函数 ). 正定 条 件 是 问 
题 До 有 唯一 解 和 摄 动 问题 4。 一 致 可 解 的 充分 条 件 ， 请 读者 
参看 [25] ， 再 由 La 的 椭圆 性 条 件 (2. 委 和 条 件 (2.78) 推 得 
特征 型 

Malé; а; Dap) = a, обата (=) (ESX e 
x (W&,)%2>a2| £ |*=. 
从 而 由 (2.79) 推 得 引 理 2 的 条 件 (2.72)， 故 由 引 理 2 得 到 退 
化 的 正则 性 . 

1 根据 Гусева? 的 证 明 (还 有 Nirenberg 的 工 
фе), h€ Wi” ИИ МИН B) BE(2.5), (2.6), (2.7) 
的 解 “€ WETH 

#2 由 于 算 子 La M L, 都 是 偶数 阶 的 椭圆 型 算 子 ， 没 
有 实 的 特征 线 , 因此 不 会 产生 象 $ 1 所 遇 到 的 特征 线 与 边界 
全 相 切 在 切 点 邻 域内 的 困难 . 

在 定理 2 中 我 们 讨论 了 渐 近 式 (2.61) 的 余 项 估计 ， 如 果 
方程 右 端 he Wwe, 0 一 n+1p, 而 方程 的 系数 和 边界 充分 光 
滑 , 则 对 渐 近 式 (2.61) 可 微分 2p 次 , 并 可 得 到 pp 价 导数 的 余 项 
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估计 , 有 如 下 的 定理 ; | 
定理 3 HAT 到 .的 广义 特征 型 (2.69) 的 实 部 是 正 的 ， 
即 有 不 等 式 (2.72) 成 立 在 边界 条 件 (2.6) 下 算 子 L. 在 
(2.78) 意 义 下 是 正定 的 ， 并 且 摄 动 问题 A, 的 参数 充分 光滑 ， 
h€ WP, o=n+l+p(p>21), 则 报 动 问题 A, 的 解 u, 有 渐 近 
(2.61) р, АМ, 及 其 导数 有 如 下 估计 式 : 
s ID, | + lzi Обе"), | 
в = (2.82) 
[Dz] = O07) (< 1 <р), 
确切 地 说 在 区 域 @ 的 内 部 子 区 域 @: Осо 
DEt z |= Ое) (15|) <р), (2.88) 


在 边界 Г ВЕ U GT, 
ВР, [вах = О(в"1-) Ajj р). (2.84) 
这 里 的 | =| Ix. 


这 一 定理 的 证 明 与 定理 1 的 证 明 类 似 , 请 读者 参看 [1]. 
例 考虑 平板 方程 的 第 一 边 值 问题 ; 


了 ws s3⁄Pu— du = h, u| r =0, ди =0, 
др [г 


a 92 


是 Laplace 算 子 ， 设 

Г. = 21,4 еГз+- Г, 

L, = № = 44, La = — 4, Ls== 0. 
ЖЕ 2-1, 1-1. ЕГО 4838 1, МЕ А (р, ф). 
在 新 坐标 系 (p, p) F 


方程 (2.27) 为 
QA) = —1+22= 0, 
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此 方程 有 -一 个 正 根 和 一 个 负 根 ， 因 此 当 s 0 时 间 题 A, 正则 
退化 为 问题 4。， 此 外 , 由 于 


n а 3 
{Ny 
Га 24 È 2р) , 
п 2 
所 以 Rella(é ва) +в) eE, 


此 条 件 (2.79) 成 立 ， 条 件 (2.78) 显 然 成 立 ， 故 此 问题 一 至 
可 解 并 有 估计 式 (2.80) 和 和 定理 2 所 述 的 结果 ， 


$3 单一 特征 线 方程 


31 定义 设 给 定 奇 数 阶 偏 微分 方程 
Toa t= М. (Мои) + Rogu = h, (8.1) 
其 中 M; 是 一 阶 算 子 , Mor 是 25 阶 椭圆 型 算 子 , Ra 是 任意 一 
个 阶 数 不 超 过 26 的 微分 算 子 、 方 程 (3.1) 称 为 单一 特征 线 方 
程 . 
假定 卫 是 % 维 空间 的 有 界 区 域 ， 具 有 充分 光 渭 的 边界 
2， 方程 (3.1) 是 在 D+ 了 内 给 定 的 ， 显 然 , НАЙТ M 的 
特征 线 才 是 方程 (3.1) 在 区 域 D 内 的 实 特征 线 ， 一 般 地 , 在 
DD 内 的 单一 特征 线 方程 有 以 下 形式 . 
Lor at= Maka atq Ro = h, (8.2) 
其 中 М: 是 奇数 阶 算 子 ， 它 在 DD 内 每 一 点 wED 有 一 条 实 
特征 线 和 对 复 特征 线 . 
我 们 只 限于 讨论 М, 一 -起 -的 情形 , 即 假定 特征 线 是 一 
族 平行 于 О НН. 
我 们 假定 , 通过 卫 内 一 点 的 任意 一 条 特征 线 与 区 域 DD 的 
边界 LATHA, U ER u=, 6, n)5j гр 
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P (aw, ma, >, Ca) F P(t, аә, 4) 两 点 ,其 中 z, = zi (za, 
o, Dn), аай (ал, 9, в), ила. Mk P ЕВЕ МОЛ 
界 工 进入 区 域 D+ 荆 的 < 入 口 ? 点 , P' 是 < 出口 ?点 .我 们 用 
Г RREH P ARAI, H Г. RRN A P 点 的 全 体 ( 参 
Жж $1). ГГ, ЮГ ПГ, E— @n— 2 В, 
它 是 特征 线 与 边界 荆 相 切 时 切 点 的 几何 位 置 . 

3-2 单一 特征 线 方程 第 一 边 值 问题 的 提 法 在 边界 条 

- 件 
ги. 
др 
Fu 
др“ 
РИН (З) К а нерв (8.1) 的 第 一 
边 值 问题 , 其 中 Г, Г.Г. 

在 第 一 章 $ 4 我 们 曾 讨论 过 一 维 情形 的 奇数 (26- 了 ) 
阶 单一 特征 线 方 程 第 一 边 值 问题 (参看 第 一 章 (4.10)， 
《4.11)，(4.12),(4.13))， 若 方程 (3.1) 是 一 阶 方程 , 则 第 一 
边 值 问题 就 是 初 值 问题， 

3-8 边界 条 件 和 
+. Mx 有 以 下 形式 ， 


„70 (8=0, 1, =, 2—1) 
(8.3) 
г. =0 


im 0 的 给 定 PE 24 M N 


Ми 22 20) D", (3.4) 
并 且 对 任 一 个 非 零 实 向 量 上 及 任意 一 点 z€ D+ T' CR kë iE 
gI 
| P (e, $) = 2) as (в) 6" 80. (8.5) 
和 以 前 一 样 ， 这 里 a= (a, …, оъ), la] На, D= 


Dr- Dy, D, 208-1, e, n), 2 ата. SA 
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如 果 我 们 在 二 附近 引入 局 部 坐标 4(p р) = (e, pu …， 
Фа-1) GÈ p ER Г ЕЖЕ), 则 有 (参看 $ 2(2.18)) 


3k 
Mx, ==oax(p, арі, (8.6) 
р 
_9 cos( «уд 1... 3.7 
Эа cosi p, mi) др i . ( . ) 
М ii 
, g+ 
La i= Ma (Mar) + Ry = оз, Br T (3.8) 
其 中 
Орад = 608(р, 81) дақ. (3.9) 


由 于 Ma 是 25 ИНАЯ Т, aa 50 并 且 有 确定 的 符号 ， 所 
以 олы 在 尽 外 处 处 不 为 零 并 且 在 T-M Г, 上 有 相反 符号 . 
我 们 要 求 算 子 Larri 是 正定 算 子 ， 即 对 于 满足 边界 条 ж 
(8.3) BJ HERH Ж w A 
(Larit, ч) ро? (u, и). (8.10) 
上 式 左 端 经 上 次 分 部 积分 后 得 到 


в (Гоа, в) = (L Maw), и) + 
= [= ве, и) +- Jaz, (3.11) 


Rp By J: u BJ РЕЖ А, 靠近 边界 在 坐标 系 (p, p) 
下 它 具 有 以 下 形式 . 


(=) 2 ) +e, (3.125 


其 中 未 写 出 的 项 是 至 少 含有 关于 p 导数 的 一 些 项 . 
如 取 边 界 条 件 (3.3) 的 最 后 一 个 条 件 在 Г, E, Wr, = 
+, 并 在 (3.11) 中 关于 变量 m 积分 一 次 , 则 得 到 
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— ú 4 
í 


可 取 在 Г. Е, 即 


(Laky, ч) = -Í | (一 Deostp， 1) Gok 

au үх L... W ` +... 
x (42) роке. (8.48) 
在 此 情况 下 , 因为 сов(р, zi) 20, 故 由 正定 性 条 件 (3.10) 推 得 

(= БН оь | г.>0, 
T E 

Ë (Па |, > 0. (3.14) 
因此 ， 当 条 件 (3.14) 成 立时 ， 边 界 条 件 (3.8) 的 最 后 一 个 条 件 


õu! де | 
f др“ Ilr, др" ir: 
Вц, Æ Г. ERR ВЕ А ЖЕ, ET- 上 共有 大 个 边界 
条 件 . 
类 似 地 , ER T, =T, 此 时 应 有 

(= 1) оз (а) | n, <0., (8.155 
ШИЕ P. ЕЖЕ ЛУЖИ, MET- 上 有 % 十 1 个 边界 条 
件 . | 


=0. 


$4 单一 特征 线 方程 和 椭圆 型 方程 的 相互 退化 
41 НИНЕ БИНТ, 
In= У а. (a) De (4.1) 
P ktr 阶 偏 微分 算 子 Tir: | 
> Ler = „> а (0% (r=1, 2, =, D, (4.2) 


заат веат D HJR 38 иба) = ule, r, в) 
， 假 定 这 些微 分 算 子 中 的 系数 都 是 D+ 全 内 的 充分 光滑 本 
下 
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摄 动 问题 4.: 在 相应 边界 条 件 下 解 方程 


Lu= Ladd lea u=h (4.3) 
的 第 一 边 值 问题 . 
退化 问题 Ао, 在 相应 边界 条 件 下 解 退 化 方程 
Liu = > aq (G) Р = ` (4.4) 
的 第 一 边 值 问题 . 


问题 Ао 的 边界 条 件 是 问题 A, 边界 条 件 的 一 部 分 .在 
下 面 讨论 中 如 果 k sk hl 是 偶数 , 则 定 解 问题 指 的 是 偶数 阶 
椭圆 型 方程 第 一 边 值 问题 ， 如 果 上 或 8 十 1 是 奇数 , 则 指 的 是 
奇数 阶 方程 的 第 一 边 值 问题 ,我们 在 第 一 章 $3~8 5 曾 根 据 
k ML El 的 奇偶 性 讨论 了 四 种 可 能 的 情形 , 对 偏 微分 方程 来 
说 亦 有 类 似 的 讨论 ， 可 将 常 微分 方程 边 值 问题 的 讨论 结果 推 
广 到 偏 微分 方程 边 值 问题 上 来 . | 

B k kti 是 奇数 时 ， 形 如 (3.8) 边 界 条 件 的 选取 应 要 
求 相应 算 子 Г R Len 正定 的 必要 条 件 (3.14) 或 (3.15) 成 
Y. MAT L, Ган 中 有 一 算 子 是 偶数 阶 时 ， 则 假定 它 的 
特征 型 是 正定 的 . 
， ”我 们 在 前 一 节 曾 讨论 过 偶数 阶 椭圆 型 方程 退化 为 偶数 阶 
椭圆 型 方程 的 情形 。 因 此 尚 有 以 下 三 种 可 能 情形 

1) 椭圆 型 方程 (% 十 1==2( 有 十 )) 退 化 为 单一 特征 线 方 
程 (%=2hki 十 1); 

2) 单一 特征 线 方程 (% 十 1 一 2( 如 i 十) 十 1) 退 化 为 李 圆 型 
77 (2-20), 

8) ИКЕА Л (b--1=2(hb dL) Б) ЗВ ИЗ А — 38 
ЕВЕ (2 =2 +1). 

对 于 这 三 种 情形 有 类 似 主 引 理 2 和 引 理 З 的 结果 , BH, 
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2184 摄 动 问题 A, 正则 退化 为 问题 Ao Е 38 PE 
E, М-Н é = 0 有 不 等 式 
Rell,(é; a; Г,) = Ro > Инн (és а Lan) >0 (4.5) 
成 立 . 
这 一 引 理 的 证 明和 引 理 2 的 证 明 一 样 ， 妇 结 为 第 一 章 所 
讨论 过 的 类 似 情形 . 
5185 为 了 使 算 子 L-KE, RIZR T L, 在 
相应 边界 条 件 下 是 正定 的 ,并且 
Rell.,(€; а; La) 2 e” Taw rp é 2; Laman) 
>AS 293 | € | mt , 
@-2ы), (4.6) 
Rell a (£; 2; Гаа) = = an з, +p (É; 人 Гад, +p) 


>02 У 8771 | 20+) 
31 ` 


(k= 2hb +1), (4.7) 
这 一 引 理 的 证 明 与 引 理 8 的 证 明 类 似 ， 也 是 利用 第 一 章 
8 3~85 的 讨论 . 
对 于 这 三 种 情形 ， 我 们 又 得 到 正则 退化 的 充分 条 件 在 于 
正定 的 充分 条 件 . 
由 于 高 阶 的 单一 特征 线 方程 问题 的 可 解 性 和 解 的 可 微分 
性 的 研究 还 不 够 充分 ， 因 此 不 能 从 上 面 两 个 引 理 推 出 渐 近 式 
的 一 般 性 定理 .我 们 只 列举 一 些 特例 来 阐明 椭圆 型 方程 和 单 
一 特征 线 方程 之 间 相 互 退化 的 其 余 三 种 情形 . 
42 高 阶 椭圆 型 方程 退化 为 一 阶 偏 微 分 方程 我 们 在 


— 123 — 


RA 8 1 讨论 过 二 阶 椭 贺 型 方程 第 一 边 什 问 题 刘 化 为 一 阶 
仿 微 分 方程 的 Cauohy 问题 ， 现 在 区 域 D+ 了 内 讨论 高 阶 椭 


六 型 方程 第 一 边 直 问题 : 
ди 


Lus $ er iJ t- rt fu h, (4.8) 
би, 09 (s=0, 1, =, 4—1), (4.9) 
Эр" lr 
其 中 Lo ERA TERIS AER A i A R F, Sayo, 
h(s) EEA RX. 


假定 方程 的 系数 、 KRMAR T EIR. 
这 类 问题 在 [29] 中 可 找到 它 的 应 用 . 


我 们 假定 算 子 La= ЎЎ eL, 的 广义 特征 型 
Ham Гл) eet) (4.10) 
- Вей (é а; La) -> 8% aE; z; Lay) ыы, 
(4.11) 
H e= 0 时 方程 (4.8) 退 化 为 一 阶 偏 微分 方程 
Lw= Деды =h. (4.12) 
为 了 使 得 算 子 :是 正定 的 , 按 条 件 (3.15) (此 By b= 2k + 1, 
加 0)w 应 满足 的 边界 条 件 需 给 在 T. 上. | 
[г =0. (4.18) 
И (4.12), (4.13) 是 与 摄 动 问题 (4.8)，(4.9 相 应 的 
退化 问题 ,前 者 称 为 问题 4 后 者 称 为 问题 Ao. 
当 e=0 时 摄 动 问题 A, 退化 为 问题 Ao, 在 边界 /附近 
将 失去 及 一 1 个 边界 条 件 ， 在 边界 附近 将 失去 五 个 边界 
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条 件 . 

对 许 我 们 所 讨论 的 问题 有 两 个 类 似 的 引 理 . 

引 理 名 ” 若 条 件 (4.11) 成 立 ， 则 问题 A, 正则 退化 为 问 
题 Ао. 

证 明 ”和 和 引 理 2 的 证 明 类 似 ， Е Г. BRAS AER sa 
标 系 (pp) = (p, фі, `", pa). WAT L, PETAT ER 
为 新 坐标 系 的 形式 (参看 (2.13)). йо kART- ЕН 
意 一 点 , 它 可 表示 为 to (0, pi, t, Pa-1), М т j p 
АНХ АЎ, z 与 0 G<n) BDP, W L, 的 广义 特征 型 有 如 下 形 
式 ， | 

HKE w L.) = ËI, o, p L.) 


ВА ~ 
= 5 e, p, Ф: Ls) 
4 4(71008 (фу, 21) ++. асов (р, 21)). 
(4.14) 
在 点 то = (0, pi, e, Ф 1) 上 


Й, (т; 0, gr; L.) - Se 2Й,Съ0, g La) 
+ $91608 (фл, 21) + ---+7,008(р, %1)), 
(4.15) 
其 中 由 = (7, e, pla). 
在 第 二 和 迭代 过 程 中 所 得 到 的 特征 方程 有 如 下 形式 ， 
PaO) =Q) = у ан" =0, (4.16) 
其 中 a(g’) == cos(p, а) |", 按 引 理 2 的 证 明 步 骤 可 证 得 
Й. (0, 0, ---, 0, 160, 99, Le) 一 se-1Pa (веть). 
(4.17) 
条 件 (4.11) 在 坐标 变换 下 是 不 变 的 , 即 有 
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Ра l; А = 

Вей 1 (а 0, g; Га) => e-ta (m 0, Ф; Loi) 

=: 

lh 

>) 8271 | m| БА 
j=l 
从 而 我 们 有 
ВеРа, (ёв) = sRell, (0, `. 0, Nns 0, p, La) 
= Rof (0, °° 9, 77; 0, p, L.) 


u x 

= а? 11,00, “°°, 0, Nn 0, p’; La) 
h 

>> e” | |27, (4.18) 
1=1 


此 外 , 多 项 式 Pa, (的 最 低 次 项 系数 
oa (g°) =ecos(p, ал) |20, 

因此 它 在 虚 轴 上 有 正 的 实 部 ， 按 第 一 章 85 引 理 6, 方程 
4, 了 ) 在 左 半 平面 上 有 五 一 上 个 根 ， 因 此 在 边界 Z- 附近 退 
化 是 正则 的 . 

同 理 , 可 以 证 明 在 边界 Г. 附近 退化 也 是 正则 的 . 

引 理 名 ” 若 条 件 (4.11) 成 立 , 并且 f e)>y*>0, WEF 
Г, ЭЕ Е, 因而 摄 动 问题 4。 一 致 可 解 . 

这 一 引 理 的 证 明和 引 理 8 的 证 明 完全 一 祥 , 从 略 . 

构造 问题 A, 渐 近 解 的 基本 迭代 过 程 和 8$ 工 类 似 , 但 由 于 
ЖГ жг. 附近 都 必须 构造 边界 层 函 数 , 因此 构造 过 程 要 复 
杂 一 些 ， 在 边界 了 和 了 + 构造 了 边界 层 沙 数 %_ 和 wt 以 后 
还 必须 以 平滑 函数 少将 它们 “ 粘 合 ”起 来 (参看 第 一 章 8 2) 以 
得 到 除 交 集 Г ПГ. 邻 域外 在 卫 内 处 处 有 定义 的 边界 层 K 
数 从 而 问题 A, 的 解 有 如 下 的 渐 近 式 ; 


in myI 
и. = 51 в'ш; + У] entm, (4.19) 
z0 j=0 


Lezm = в”, (4.20) 
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其 中 Е D= D— U (R): A R 8 3k, 并 且 在 D W 
> 882—1 | Dz, + Са”, (4.21) 
lji=1 


于 是 有 以 下 的 定理 : 

定理 4 若 摄 动 问题 4。 的 参数 充分 光滑 ， 并 且 条 件 
《3.26) 成 立 , 则 问题 A, КЛЕ м, 有 渐 近 式 (4.19)， 其 中 wo 是 
退化 问题 44.12)，(\d4.18) 的 解 ，w 通过 第 一 迭代 过 程 得 到 ， 
“是 边界 层 类 型 函数 , zm 是 余 项 , 它 有 合计 式 (4.21)， 

这 一 定理 的 证 明 与 定理 1 类似 , 读者 可 参看 [ 卫 . 

43 椭圆 型 方程 退化 为 单一 特征 线 方程 ”在 矩形 @. 
(0<2<а, 0<%<z) 内 讨论 下 面 第 一 边 值 问题 (问题 A). 


Ги 401+ 22. а= а, y), (4.22) 
uļp= 2 =0, (4.28) 
当 8=0 时 方程 (4.22) 退化 为 (hi=1) 
Ізи=-2. A= (2, 4). (4.24) 
按 正 定性 条 件 (3.44) ,方程 (4.24) 的 边界 条 件 应 给 定 为 
w|r=0, — =0. (4.25) 


下 面 我 们 将 看 到 ， 边 界 条 件 如 此 给 定 也 保证 了 问题 (4.22)， 
(4.23) 正 则 退化 为 问题 (4.24)，(4.25) (问题 Ao). 问题 Ao 
的 解 w 可 用 Fourier 方法 求 之 ， 即 求 具有 以 下 形式 的 级 数 
解 : 


w= > O, (a)sin ny. (4.26) 
将 它 代入 方程 (4.24) 得 到 确定 Cs(z) 的 常 微分 方程 
Сп(а) — п? О, (а) = h (G), (4.27) 
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E hA, Ga) ЖУ злс, у) Ж Ж Ж Ш 展开 的 
Fourier 系 数 . | 
h(@, y) = уь, (а) вітати, 
再 由 边界 条 件 (4.25), 得 到 C, (а) P д BJ 151 28 TF 
| С, (0) =О„(а) =0, С, (а) =0, (4.28) 
显然 , 问题 (4.27), (4.28) 有 唯一 解 , № В. 
[OR 3Ha ГО ам СО nO? 


ое O< (4.29) 
其 中 | |=] aso K Ein ЖАН, И 


化 问题 (4.24)，(4.25) 的 解 具有 方程 (4.24) 中 所 出 现 的 导数 

以 及 低 阶 导数 , 这 些 导数 属于 Za(Q@) 并 且 有 如 下 合计 ， 
хр Dwf у Dwico — (4.30) 

现在 来 构造 问题 A, 的 渐 近 解 . 
当 s=0 时 在 区 域 @ 的 三 条 边 TP'i(g=0,0<z<a), Гу 
п, О<а<а) 7:000, 0<y<w) 上 各 失去 一 个 边界 条 件 ， 
必须 在 这 三 条 边 邻 域内 分 别 来 
构造 边界 层 函 数 ， 我 们 知道 ， 
方程 (4.24) 的 实 特征 线 是 平行 
于 Ох А) В, BI y= oonst. 
因此 边界 Da 和 Za 都 是 方程 
(4.24) 的 特征 线 , 是 特征 边界 . 
#71050, Оаа) 邻 
图 4 域内 作 变 量 y BU КЕ, 

| t=y/ NE, (4.81) 
将 算 子 L 作 第 二 次 分 解 ， 得 到 它 的 主要 部 分 , WUA 
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正 项 中 一 次 近似 应 满足 的 方程 


otw д Er _ Ov _ 0 93% — 
Моо 二 。 дуг teglar) С be OË 
(4.32) 
我 们 要 求 % 十 ww 满足 边界 条 件 
(0+) |а =0, (04-00) |y=6 = 0, 
F +a) | =6 = 0. 
如 此 得 到 函数 "应 满足 的 边界 条 件 
Vja = 0 |; =a = 0, %|; =o = —w|y=0=0, 
: ё | _ êw | у (4.33) 
ду y=0 ду | y=0 у 


8-20. y=0 9(%), EAR, pCa) = 0, g (a) =0. 我 们 假定 ， 


当 z<0 时 po(o) 二 0， 现 在 在 区 域 D(c<w y> 0) 8 në hi 
题 (4.32)，(4.33)， 应 指出 ， 方程 (4.82) 已 不 是 常 微 分 方程 . 


&p= са 则 得 到 区 域 D 内 关于 函数 p 的 边 值 间 题 ， 


Pp др _ 
s+ (4.34) 
pl|== = 0, p| - = @%(2), (4.35) 
作 变 量 代 换 v1 一 a 一 2, 则 方程 (4.34) 化 为 | 
p _ др _ , 
МЕД r 0. (4.84) 


这 是 一 抛物 型 偏 微分 方程 , 它 在 边界 条 件 (4.35) 下 的 解 为 
工作 у o EET (ИШЕ 
p= |, М CWE 8 i (а ëd, 


(4.86) 
因此 
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v= [ pay. (4.37) 
显然, o 是 边 值 问题 (4.32), (4.33) 的 解 , 它 具 有 边界 层 性 质 . 
а (L) 并 表示 为 : 

v= (2). | (4.88) 


”这 就 是 在 %= 0 МЕНЕ ДЖ. 
同 理 , 在 y=w 附近 构造 边界 层 函 数 


=y (72% 
Va $ ( 6 )». (4.39) 
此 时 % 是 方程 
— a2 2 v ô aw 
Мае (т) 
200. 0 0% _ 
тй a 28 0 (4.40) 
在 边界 条 件 
(wtw) |+=в=0, (@-+6)| =Í =0, 
доа) | _0 
cu iy=F 
T, Вр 
| 0 | =a = — wize = 0, Фут | == = 0, \ 
O| ә _ P (4.41) 
ду |ч== я =G) 


下 的 解 , rh (пр) А e, vs 也 是 边界 层 函 数 . 

. 最 后 , 在 了 lw 一 0) 附 近 构 造 边界 层 函 数 。 和 前 面 一 样 在 
z=0 附近 作 伸 长 变换 z 一 w/8; 则 得 到 算 子 工 ,第 二 次 分 解 中 的 
主要 部 分 ， 


atw 03% av Әт 
= o$ 8 = — = 
Мое дал te дә? дг* + 92° 


0. (4.42) 
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这 是 边界 层 校 正 项 在 z= 0 附近 一 次 近似 4 应 满足 的 方程 , 是 
关于 变量 z(s=p) 的 常 微分 方程 ， 我 们 要 求 " E w, v va 
之 和 满足 下 列 边 界 条 件 : 

(0424 vtva) | =e =0, 


Роша) |] =6 = 0, 


Rp 
v| === — (w+ vrt va) | а-о — (vtva) |<=6 = p1 (У), | 
Do _ _ ôlw+vit+ va) _ 
riw 2 


(4.48) 
TA, 04(4)-0(2%), ру) 00. ATRE v, 只 须 在 边界 
条 件 (4.48) 下 解 方程 
Ow до 0 
: 022 дг . 
即 可 ， 它 的 特征 方程 有 一 负 根 ,~ 一 1， 显然 
офу) + eps(y) — ара) ° –0(8?) +O(e)e z, 
(4.44) 
并 具有 边界 层 性 质 ， 此 外 , 由 边界 条 件 (4.83), (4.41) 以 及 平 
滑 函数 的 性 质 在 (4.43) 的 右 端 画 数 иа RRR Fa, y 
的 偏 导数 在 点 (0, 0), (0, дат. 设 
va = (=) v, 
M we 就 是 我 们 要 求 的 在 z=0 PRAHAN АК 
根据 上 面 的 构造 过 程 , 我 们 看 到 , 退化 问题 的 边界 条 件 给 
完 为 (3.40), 保 证 了 边界 层 校正 项 中 的 函数 具有 边界 层 性 质 ， 
因此 退化 是 正则 的 . 
如 此 我 们 得 到 摄 动 问题 (4.22)，(4.23) 解 好 的 渐 近 玫 
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ж: 


и. = 4 о tv tz, (4.45) ` 


其 中 * 是 余 项 , 它 在 整个 边界 Г БАИЯ (4.28), sj 
以 证 明 , 若 hle, у) € Lo, WA 
они > а ае, (4.46) 
Ни а =e", 有 是 一 小 的 正 数 ， 从 而 有 
[Der] =00D =2), DoOzl=OGCV Eji, 
| (4.47) 
и, = W (9-92-93) +0(М є), 
Du, = DW + 0% (о Бә оз) +0(V в), |j} =1, 
Dow,- DOW + РӘ (mtv tv) tO(D, || =2, | 
(4.48) 

应 用 前 面 所 述 的 迭代 过 程 ， 对 于 充分 光滑 的 右 端 函数 
h(w, 9) 可 以 构造 的 高 阶 渐 近 式 . 

44 单一 特征 线 方程 退化 为 横 圆 型 方程 在 矩形 区 域 
9(0<2<а, 0&y<0) 内 讨论 单一 特征 线 方程 第 一 边 值 问题 
(问题 A,); 

| Lu=e 2- Ди ди, (4.49) 

ulr=0, £. = 0, (4.50) 

其 中 工 是 矩形 Q@ 的 边界 . e= ОБ А. BAEAN IB] А. 

Гоюъ= — 4w = h, (4.51) 

а ш\2=0, (4.52) 

因此 当 问 题 АА E i Ао BJ E Г № R 4} (w=a. 

0<y<6) 上 失去 一 个 边界 条 件 。 下 面 将 看 到 ， 边 界 条 件 如 此 
给 定 , 退化 是 正则 的 .  . 
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在 %=a 附近 将 算 子 Г. 作 第 二 次 分 解 . 为 此 取 prae, 
p=9, 伸 长 变换 1p/s， 我 们 得 到 一 次 近似 vo 应 满足 的 方程 
a др aa 9% __ доо Фа 0 

p 


доз Op ав ЕТЫ 
(4.53) 
ЕК vo 与 退化 问题 的 解 妈 之 和 满足 下 面 边 界 条 件 : 
91) |0 (w+w)lo=0. 
др р=0 
如 此 得 到 vo 应 满足 的 边界 条 件 
Ovo i = ди | 
др 1 p=0 Op : р=0 
, ` Qn, дш! 
(ил -一 全 (4.54) 
Vo | .=0 == 一 她 |。c= 0. (4.55) 


方程 (4.53) 的 特征 方程 有 一 个 根 是 负 的 ; A=~1, 于 是 
问题 (4.58)，(4.54) 的 解 有 以 下 形式 
vo——ef(ye S= efg) T, (4.56) 
为 了 使 得 om 满足 边界 条 件 (4.85) ,对 s 沿 须 作 如 下 修改 


Q= вру) (6—1), (4.57) 
这 是 边界 层 类 型 函数 , 因此 退化 是 正则 的 ， 最 后 再 令 
(22), (4.58) 
PARSIN A, pw, 4 次 近似 渐 近 式 ; 
= Фо, (4.59) 


ВЕНЕВ 

45 单一 特征 线 方程 退化 为 单一 特征 线 方程 在 正方 
№ D(0<w<1, 0<y<1) 内 讨论 单一 特征 线 方程 第 一 边 值 问 
` 题 (问题 AO, 


Lau в? -2 (Au) — £ Ju- ди дии, (4.60) 
и 


Or Çu 
и|г=0, 2 50, (4.61) 
O% | а=1 
相应 的 退化 问题 Ao: 
Duos -2w 2 шур (4.62) 
Dr ду 
0 | о = 0, | у-о=0. (4.63) 


当 我 们 构造 了 边界 层 函 数 以 后 将 会 看 到 ， 退 化 问题 的 边 
界 条 件 如 此 给 定 使 退化 是 正则 的 . 摄 动 问题 A, 退化 为 Ao 时 
ЖЕР ЕЯ Г,(2=1, 0<y<1) 上 失去 两 个 边界 条 件 ， 在 
边界 Г,(у=1, 0<<w 志 1) 上 失去 一 个 边界 条 件 . 

为 简单 起 见 , BENEA (а, у) ЕР а ВО 上 
等 于 零 ， 使 得 退化 问题 Ao 的 解 在 ВО 上 不 出 现 裂缝 ， 其 中 
B=B(0, 0), O=0(1, 1), 

Ж Г. ВЕЖ р=1—2, += р/в, WE 


-e (з) а бе дь, 
а орно) 
+ (- Е - =): (4.64) 
它 的 主要 部 分 是 
| меъ б 0, (4.65) 


”于 是 得 到 在 Г. 附近 边界 层 校 正 项 中 一 次 近似 060 满足 的 方 
程 
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MPP = 0. (4.66) 
我 们 要 求 wP 与 名 之 和 应 满足 边界 条 件 


(9894-00) | =i = 0, 


aP w) | 0 
да | #=1 И 
Вр v99 应 满足 的 边界 条 件 是 . 
vo РЕЯ = — [1 (4 .67) 
дәр __ w 
9% #=1 Е Dr а= “ (4.68) 


方程 (4.66) 的 特征 方程 有 两 个 具有 负 的 实数 部 分 的 根 : 
-人 
因此 方程 (4.66) 的 解 为 
OA 


22(1—2) 


Я 2-1 
一 -一 一 一 


ре иде 
由 边界 条 件 (4.67) 和 (4.68) 可 确定 pi (g) (9), 


нат) + фаб) = — w| 1-1, | 
z=1 


CIH : 
“Z |= ПН = 206 


(4.69) 


我 们 还 可 以 构造 二 次 近似 o о. м 
Зот 是 下 面 问题 的 解 ; 


Әр, 
MPP = -RPP = (Tt), (4.70) 


до | 
ді | а-о 


|00, =0, (4.71) 
BR, 
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= (la, (у) t Baly) e t (taa (q) + Bey) 
а. Ф в 
=P, (Š, у) g +P, ( z, 2.) , (4.72) 
其 中 01, 0, Ві, Ва H Pi, 93, 1, p2 表示 ， 
р, (2 y J= 2200) +A (p, 
p, (= Й у)-- 
我 们 取 函 数 
1 1—2 (D a) 
б (25 < + ёа (4.73) 
为 Г: ЗЕ РЕЖ. 
# Го WER o= 1-9 1-25. ПЖ 


в» (у) + Baly). 


9% дъ д / Pv 
ае S. Sur ar sls +) 
_ „a д?р - 98% 
8 Br te aë s | (4.74) 
它 的 主要 部 分 是 : 
un = 99% __ дә x 
Мо = а r: (4.15) 


于 是 得 到 在 Г. 附近 边界 层 校 正 项 中 一 次 近似 wv 应 满足 的 
方程 是 ， 
MEP = 0, (4.76) 
我 们 要 求 о? 与 94, w 之 和 满足 边界 条 件 : 
(прно Hw) jy 一 0 

如 此 得 到 中" 应 满足 的 边界 条 件 

О [оо ya САО шо) 1, (4.77) 
方程 (4.75) 的 边界 层 解 是 ， 
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о — В(адв- = В(а)е =”, (4.78) 
其 中 B(o) 是 由 边界 条 件 (4.77) 确 定 ， 和 上 面 一 样 再 构造 二 
次 近似 v2 对 ор НИШ. ИЖ 是 下 面 问题 的 解 : 


Mio = — ВР 
一 Г д 92% ) деф {25 7 
= [558 )+ Br |, (4.79) 
vP |o [а 0. (4.80) 
我 们 取 
= (ZL) ара) (4.81) 


作为 7s 附近 的 边界 层 函 数 . 二 是 我 们 得 到 问题 A, Жи BJ 
Яя F: f 
u, = wHo + (4.82) 
其 中 ERIL, 它 满足 方程 . 
Lez = Г, (и, = (ш oo)) 


=h—h— 82 2. (дш) +edw— Го 


.. — Li = O(e) | (4.83) 
和 边界 条 件 
го Zl _ 
z|r=0, Эа | aat =0, (4.84) 
可 以 证 明 ， 
12» = O(8), Delme). (4.85) 


$5 一 些 特殊 类 型 的 边界 层 


51 抛物 边界 层 ”我 们 在 这 一 章 $ 1 的 一 开始 曾 指出 ， 
A (1.16) 4 e= 0 时 退化 为 一 阶 偏 微 分 方程 以 ,19), 如果 所 
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HEER HUR Ги RIEA Y iB 4k P T 五 的 特征 
线 , 则 荆 是 为 特征 边界 .对 EAREN 要 构造 的 边界 层 
函数 不 再 是 通过 解 常 系数 常 微分 方程 得 到 ， 例 如 我 们 在 上 一 
#8 人 所 讨论 的 问题 (4.22), (4.28), 边界 y=0 和 y=w 都 
是 退化 方程 的 特征 线 ， 在 这 两 条 边界 附近 构造 边界 层 函 数 是 
遂 过 解 抛 物 型 方程 边 值 问题 求 得 的 , 按 Люстерник 和 Вишик 
的 观点 称 它 为 抛物 边界 层 ， 现 在 就 椭圆 型 方程 奇异 摄 动 问题 
来 阐明 这 样 边 界 层 的 一 些 特 性 . 

1) 在 矩形 8(0<w<a, 0<y<< 中 内 讨论 第 一 边 值 问题 
(问题 A): 


Безе? (Z г.) ĉu ш=һ, (6.1) 
wlr=0. (5.2) 

相应 的 退化 问题 (问题 Ао): 
Lowo= 0 “о-в, (5.3) 
00 | === 0. 29 


退化 方程 (5.3) 是 一 阶 偏 微分 方程 ， 直 线 у const 是 
的 特征 线 ， 当 问题 A, 退化 为 问题 Ao 时 分 别 在 io<a<w 
y=0), Г.(0<а<а, у=) 和 Za(0<y<6, w=0) 三 条 边 上 
各 失去 一 个 边界 条 件 . 为 了 构造 问题 A, 的 渐 近 解 ， 必 须 在 
这 三 条 边 的 附近 构造 边界 层 阔 数 . 

在 人 附近 引进 伸 长 变换 y=et, t=y/e, W 算 子 L, 在 
Г: яя хаж. 


ди ди д? 
Lia LU 一 一 3 = Му 3 gu 
人 十 a ив ри M ute =, 
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Mu == ёи õu (5.6) 


是 其 主要 部 分 ， 因 此 边界 层 校正 项 中 一 次 近似 o 应 满足 方 


程 : 


2,1) aí 
MPP =Z 0. (8.7) 


我 们 要 求 % 满足 边界 条 件 
OP tm) lra Goi wo) roO, 
(% + wo) ]==a =0, 


oP | = | = 0, % |: o= — (2, 0), (5.8) 

为 此 必须 在 区 域 D(z<a, t>0) ИЖ 88 (5.75, (5.8). 

方程 (5.7) 是 抛物 型 方程 , 问题 (5.7),，(5.8) 是 半 有 界 直 线 上 

抛物 型 方程 边 值 间 题 , 其 中 变量 о 起 时 间 变 量 作用 .我 们 可 以 

求 出 这 一 问题 解 的 具体 表达 式 ， 令 алаа, 则 方程 (5.7) 
变 为 

228) _ дъ 

2? даҳ 

T 000 е 00 (а, р, 

дү _ op 

ді? дл 


cI) — 
一 2 =0, 


=0, (5.9) ` 
H (5.8) 

Ро [о 0, 

Vols 6797200 (а — аа, 0) = (а), 


ш, (5.9), (5. ни» 


VP (а, і) = 


(5.10) 


1 


= | pss ТР (в 


-去 关上 CE 0 
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从 而 得 到 问题 (5.7), (5.8) 的 解 
vP (w = | а, 2) 


е2 f — yle 
arh utg led. 
(5.11) 


НЗ Н, 函数 v9 在 边界 Г. (0<аҳа, у=0) МТА 
有 边界 层 性 质 ， 当 %g>S 时 9 一 0(s) ,其 中 履 是 任意 一 个 大 的 
正 数 , Š 是 任意 一 个 固定 的 小 的 正 数 ， 不 但 如 此 ， 函 数 95 
于 变量 z: 的 仿 导 数 也 是 边界 层 丽 数 ， 

为 了 进一步 分 析 边 界 层 的 性 质 和 估计 余 项 ， 现 对 右 端 函 
ЖА Е FRE: 

假定 函数 hla, УЖЕ Q ИЕ о # É: Pb q H B. 
hlæ, PER Ala, 0), Bla, OFTE. 

在 此 情况 下 可 直接 验证 ， wole, 0) = -— epla- e) fE 
О<а<а 内 二 次 可 微 ,并 日 p00) =U (0) = оС, (5.10)), B 


Ow е? r чар 
дах ENA |: Z esse 

x [p (€) —2y (£) tol Na, (5.12) 
由 极 大 值 原理 推 得 


Be < maxo (lge H2O HE), (5.18) 


0<{< 
Ж #90) +0, 1 009 z И-М ЕЖЕ (О, 0) 
将 有 奇异 性 ， 在 证 明 边 界 层 的 渐 近 性 质 时 将 遇 到 困难 . 
Eokhaus, DE Jager! 曾 指 出 克服 这 一 困难 的 方法 . 
48-4 (уо, 这 就 是 我 们 在 Г, 附近 所 要 求 的 边界 
RAK. 
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类 你 地 在 边界 7a(0<sz<sw yy 一 人 附近 构造 边界 层 函 数 
=. 0 一 2 b—y 
00) е =, 229), 
最 后 , 我 们 在 边界 Ta(0<y<b, 2 一 0) 附 近 构 造 函 数 >. 
为 此 引入 伸 长 变换 z= 22, 222/89, AT L Ж Га 附近 的 第 
二 次 分 解 是 ， 


2, 
eL u= a 二 他 一 et gt S . (5.14) 


сасна 22% 仍 和 以 前 一样 是 关于 变量 = 的 个 和 


ЛИТ. 为 了 构造 边界 层 校正 项 的 一 次 近似 , 在 (5.14) 中 可 
多 取 一 项 , 即 要 求 oP 满足 方程 


M= д КИ + 2 аз = 0. (5.15) 
5$ 应 满足 的 边界 条 а, 
sË [ооо КО, 5) — (0, У) 


-wP (0, 20) =t), (5.16) 
方程 (5.15) 的 特征 方程 有 一 个 根 是 负 的 ， 
mY —a, (5.17) 
从 而 得 到 
ve (5.18) 
| 28) = (2). (5.19) 
显然 > 具有 边界 层 性 质 . 


车 右 端 函数 hw, УЖЕ © РЕ у ЖЖ, W 
wO, 幼 亦 二 次 可 微 。 又 因为 o, o 满足 方程 (5.7)， 折 以 
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1) 0 P А 
ор, р ЗЕТ у 9, Ш, E 是 存在 
的 .从 而 推 得 函数 др ATER y KIKI, 设 

шо 5, (5.20) 
ЛІН (5.1), (5-5), (5.144838 
L. = Lu, — Lowo— L (0P HIE) — Lo 


а POP + 0022) 
д 


= — 53/0 — в 


-e +0(в"), (6.21) 


Ж (в) Н фе. НЗ 
POPLI) о), бо 来 说 ,由 于 在 表达 式 (5.18) 员 
含有 “O, 因此 除去 宽度 为 0(e) 的 点 (0, 0) 和 点 (0, 5) I 28 


域 ro V, 外 , 我们 有 а -0(1. ATE Q—V,— V, 内 处 
处 有 | 
Lz=0(89), (5.22) 
BA, 
#|г=0. (5.23) 


我 们 现在 来 估计 余 项 z， 构 造 辅助 函数 
Bæ, у) = Ме F te Ma My), — (5.24) 


B,(z, у) = Mie EE -+ es( Ma— Муз), (5.25) 
其 中 M, М,, Mo, М 是 常数 ， 适当 选取 这 些 常数 使 得 
L,(B,+z) <0, әр 
(В, +2) |2220, (5.26) 
从 而 我 们 有 
B> |z] (ë=1, 2), (6.27) 
于 是 
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|z|<min(B,, Во). (5.28) 
因此 在 Q@ 一 Vo 一 VV 内 有 
2= О(е?), (5.29) 
车 摄 动 问题 4 的 参数 充分 光滑 ， 可 应 用 迭代 过 程 求 出 
и, 的 高 次 近似 . 
2) 一 般 的 二 阶 椭圆 型 方程 第 一 边 值 问题 (1.16)， 
(1.17), 


Г.и, = е Гзи L= h(@, y), (1.16, 
и, |г=0, (1.17) 
其 中 
r 9, 0) тз Sr 


talg, y) 一 一 би еба, DR f€, уни (1.18) 


Lu оба, Уи, а(2, y) 22 20, glz, у) > 8*>0. 


(1.19) 

假定 区 域 @ 的 边界 是 由 y=0, у 006220), Г ЯГ, В 

组 成 ， 即 边界 个 的 上 下 两 条 边 是 由 退化 方程 (1.22) 的 特征 线 

所 组 成 ， 并 假定 y=0, y=5 利己 ， 六 :的 交角 不 等 于 0 和 

和 问题 45.1)，(5.2) 一 样 ， 可 类 似 地 构造 这 一 问题 的 渐 
近 解 . 先 作 变量 代 换 ， 

=o (%, Y), у =Y, (5.30) 

其 中 w=0 是 边界 Г ЮУ. р, y)=0; v =a ER Г, 


的 方程 ple, 0) а. 假定 TESSO, АЕ р) 


面 上 的 区 域 久 变 为 (o，g) 平 面 上 的 矩形 区 域 9 (052 <a, 
0<y < 四 ， 报 动 方 程 (1.16) 有 以 下 形式 
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2 ,~ Fu 
Llu== ef alx, y) AEETI у) 2207 


+y, y’) Ta -9(#, y’) 说 - 
tole, У) Д БАС, уди | 
tna’, y) = =g, YOu= (а, y), 


n= и. (5.81) 
边界 条 件 民 .17) 变 为 
Wl r=0, (5.82) 
其 中 Г’ 是 矩形 边界 ， 边 值 问题 (5.31), (Б. 33) 我 们 称 为 ji] 
题 А.. 相应 的 退化 问题 (问题 40), 


Low=n(%, yB- 一 go ye = hz, у), (5.33) 


0 |а = 0. (5.34) 
当 摄 动 问 题 A; 退化 为 问题 46 BE 2 0, у 0, =b 
三 条 边 上 各 失去 一 个 边界 条 件 ， 在 这 些 边界 附近 和 以 前 一 样 
可 构造 边界 层 函 数 . 例如 存 y =0 附近 , 先 将 算 子 L. 中 的 系 
ЖОЕ y =0 附近 按 Taylor AREN: 
oo у’) =а(а') ол (27) 4, 
1027, у’) =n w) о (а е, 


ПОНИНИН (5.85) _ 
gG, у) (а) (а) е, 
再 作 伸 长 变换 ,Y= 1=У/в, ПИН Г, 的 第 二 次 分 解 ， 
Lu= Мон еВ. (5.36) 
关于 边界 度 校 正 项 中 一 次 近似 оо 我 们 得 到 方程 
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> 


9% _ (aM 0 KBT 
= Tg 0 . 
ох 


BOR vo 与 退化 问题 (5.33)，(5.34) 的 解 wo 之 和 满足 边界 条 
件 


28, 
Мото== y (z) Sa tyle) К 


. (vot WA | о 0, 
(vot wo) | ва = 0. 


-如 此 得 到 то 应 满足 的 边界 条 件 是 : 


Фо | о Фо =o = — wolt, 0), (5.88) 
vole- = 0. . (5.39) 
方程 (5.37) 是 一 镍 物理 方程 , 我 们 在 区 域 (w <a, y> 0) 
(5.37), (5.38), (5.39) 即 得 到 所 要 求 的 一 次 近似 vo. EA 
类 似 于 (5.11; 的 表达 式 ， 因而 是 边界 层 类 型 函数 . 和 (5.11) 
一 样 ， 它 是 由 抛物 型 方程 边 值 问题 所 确定 的 ， 称 为 抛物 边界 
E. 类 似 地 ， 在 边界 у= 附近 也 是 构造 的 抛物 边界 层 . 而 
在 边界 必 =0 附近 构造 的 边界 层 函 数 仍 由 常 微分 方程 边 值 问 

题 所 确定 ， 这 样 ,我们 就 构造 了 问题 A, 解 u, 的 渐 近 表示 ， 
Us = WHIP EUP 0 +z, (5.40) 

其 中 z 是 余 项 , 可 以 证 明 

2=0(8) (5.41) 


. 这 一 估计 式 比 估计 式 45.29) 低 一 个 数量 级 ， 这 是 因为 在 


(5.31) 中 含有 关于 变量 у 的 一 阶 偏 导数 ， 
.如 摄 动 问题 A, 的 参数 充分 光滑 ， 通 过 基本 和 迭代 过 程 可 
以 构造 高 阶 渐 近 式 . 

对 于 这 样 一 类 摄 动 问题 ， 即 在 失去 边界 条 件 或 初始 条 件 
的 那 一 部 分 边界 附近 算 子 L. 的 第 二 次 分 解 中 的 主要 部 分 M. 
是 一 偏 微分 算 子 时 , 退化 的 正则 性 , 即 意 味 着 方程 Movo=0 边 
值 问题 的 解 应 该 是 边界 层 类 型 的 解 , 因此 间 题 (5.1)，(5.2) 
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和 (1.16)，(4.17) 都 是 正则 退化 的 . 
关于 问题 (1 .16)，(1.17) 擅 物 边界 层 浙 近 性 质 的 进一步 
讨论 读者 可 参看 Eokhaus, DE Jager 的 工作 2 
研究 抛物 边界 层 的 工作 还 有 [80], [31], [82], [33] 等 . 
52 ЖЕЉЕ ”在 正方 形 Q(0<a<l, 0<y<D N 讨 


论 摄 动 问题 4.: 
ди д. yeu |. = hla 
ЕВА ду | ee y) бу. töle, у)и= (а, y), 
(5.42) 
и|г=0. (5.43) 


假定 ， RA ala, y), ble, у) йр Љо, 9) 充 分 光 
请 , 并且 


alw, у) 2020, (5.44) 
相应 的 退化 问题 (问题 Ао). | 
Lowo= = | G, y) ошо А 0а, Ч) = (а, y), 
(5.45) 
чо | уо == 00|: 0, (5.46) 


假定 问题 Ао 是 可 解 的 ,we 是 它 的 解 ， 因 此 当 s=0 时 
问题 4 在 边界 Г:(#-0, 0<y<D Ж Г.(в=Ь 0<y<D 上 
各 失去 一 个 边界 条 件 ， 


Г, нан й ор (Z, у), слети 


型 方程 边 值 问题 的 解 : 


+ 2а, 9-2 +50, ды 


0< r 
(оаза) (5.47) 
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20 | £=0™ 一 200 (0, y), Jim v” = 0, 


(5.48) 
v” | уо = v” | == 0, 
其 中 e= s£, € = а/е. f 
МИ (5.47), (5.48) я] Fourier 方 法 解 之 .于 是 得 到 
下 面 的 特征 值 问 题 ; 

[a (0, yp DY +O, 9) (4) = -№(), (5.49) 
p(0) =p =0. (5.50) 
W . 
b(0, 9) <0, z€ [0, IJ. . (5.51) 
那 末 所 有 特征 值 (X=1,2, …) 都 是 正 的 . 假定 pv(%=1, 
2,…) 蚌 与 之 相应 的 标准 正 交 特征 函数 系 . 那 末 问题 (5.47)， 

(5.48) 的 解 可 表示 为 


а , - = _ 
9$” (=, у) E, y) = > Ае pry) 
- Š AE (p, (5.52) 


其 中 Ar 是 函数 wo (0, 外) 按 特征 函数 系 {gw} 展开 的 Fourier 
Ж. 显然, 好" 具有 边界 层 性 质 ,， 它 是 由 椭圆 型 方程 边 值 问 
题 确 定 的 ， 故 称 酉 圆 边界 层 . 类 似 地 , 在 Г. 附近 可 以 构造 边 
Я 4). 

5-3 双 曲 边界 层 在 G(0<w<l, 0<i<T) 内 讨论 双 曲 
型 方程 混合 问题 (问题 A): 


9, 
Lu= 2 — 88 = =h(%, Ф) (O<e<i, 0<t<T), 
(5.53) 
и |= =0, % |+ 6 = 0, (5.54) 
и |0 = uz = 0, (5.55) 
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相应 的 退化 问题 (问题 Ао): 


Late == Zuo = р(а, Ð, (5.56) 
qo | 1=0=0, (200): |0 = 0. (5.57) 


假定 мо (0, 0) —0. 

在 边界 Г.(2=0, 0<t<T) 和 T'.(z=1, 0<t<T) 上 各 
失去 一 个 边界 条 件 . 在 Г: BDE ETRE № K 5-85, £ тув, 
旭 得 到 


9%) PoP к 
Мох = 7223- 一 = 0. (5 . 58) 
要 求 oP 满足 边界 条 件 : 
(0) _0 一 (0) z=0— —# (0, t , 
Vò | 0 一 40 | 0 wo\ ) (5.59) 


v” | t= = 0, (900), | t=0 = 0. 


显然 ， 


(= i ; -w( 0, 2) (Къв), (5.60) 
0, | (t<æ/e). 
УГЕ ОА aj i AER, КОНЕ. 对 此 
有 兴趣 的 读者 可 参看 Tpeuornuut РАННЯ. 

ЕМА HEDERA MA. 
54 内 部 边界 层 ”边界 层 现象 不 只 是 产生 在 所 讨论 区 域 
的 边界 附近 , 而 且 可 能 产生 在 区 域内 部 ， 例 如 退化 问题 Ао 的 
解 沿 一 流 形 及 有 间断 或 者 它 的 导数 有 间断 , 而 摄 动 问题 A, BU 
解 是 光滑 的 ， 现 举 一 例 来 前 明 这 一 现象 ， 设 在 (w 四 平面 区 
域 Q+ 内 讨论 摄 动 问题 4。: 
L.usa2Adu—u= hiw, y), (5.61) 
ш|г=0, (5.62) 
退化 问题 Ао, 解 方程 
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Года — wo=h(r, y), (5.63) 

В uaim, aD = — Ale, 4), 

а, y) 是 分 段 光滑 函数 ， 沿 直线 y=0 上 的 线 
R OD 有 第 奖 间 断 点 ， 为 简单 起 见 。 我 们 认为 线段 OD 完 
全 在 区 域 心 内 . 

报 动 问题 д, 是 椭圆 型 方程 第 一 边 值 问题 ， 它 的 解 内 A: 
@ 内 是 一 连续 可 微 函 数 . 因此 如 一 连同 其 一 阶 导 数 在 
OD 有 第 一 类 间断 ， 在 构造 w 的 渐 近 式 时 除 wo 外 ， 还 必须 
加 上 一 项 +, (e, 9) 使 得 wo 十 ms 及 其 一 阶 偏 导数 是 连续 的 . 此 
外 ， 当 。=0 时 退化 问题 的 解 w= 一 h(w, 外) 一 般 不 满足 边界 
条 件 (5.62)， 因 此 还 必须 沿边 界 工 构造 边界 层 沙 数 %。 使 得 
Wo 十 ms 十 Vs 满足 失去 的 边界 条 件 . 构造 о, 的 过 程 和 以 前 一 
样 ， 不 再 详细 论述 ， 现 在 来 宰 造 除数 о, (а, У). BECA U 
下 形式 


ве", у>0, 
nia, T E (5.64) 
pie, у-20, 
其 中 ф(а), Е. je 
[F] в, + (о, 0). (5.65) 


根据 对 函数 wo tn 及 其 一 阶 导数 的 连续 性 要 求 , 我 们 有 
оът] =0, 
[Cv0tn ) |=0 
Og 8 . 
由 此 推 得 — [w] =ф(2) — (а), 
2 1... 
-[ w] - +t)]. 
FE, | Ара 
Ф(2) 一 一 可 | we ет р ме. 6] 
(5.66) 
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如 此 我 们 得 到 摄 动 问题 A, 解 u, 的 渐 近 式 ， 
Ws =W th 0,42, (5.67) 
其 中 wo 是 退化 问题 的 解 ，m 是 沿线 段 OD 构造 的 边界 层 R 
ZO RADARE, v 是 沿边 界 荆 构造 的 边界 层 函数 ， 
Zou 一 0O(s?), 我 们 要求 它 满足 边界 条 件 : 
| (wot +v [г=0, 


BD 
%|r= — (00+) |r, (5.68) 
z 是 余 项 ， 设 
Й чот, о, (5.69) 
则 


І, = L, (wot m, +v.) = {Го + {Lane } +L eUs 


= &°{4wo} — wot e? = |- 7. + 82 т 
+L,u,= (а, 9) +О(в), (5.70) 
其 中 { } 表 示 相 应 表达 式 在 古典 意义 下 的 值 ( 即 未 考虑 到 GD 
上 的 3 函数 )， 由 (5.70), 余 项 
z=u,— (от, +v) =t — F 


满足 
La=O(e9), (5.71) 
在 边界 上 有 _ . 
z|r=0., (5.72) 
可 以 证 明 , 有 如 下 的 估计 式 成 立 ， 
|21 3-е |02] +e? D] 一 O(s3)， (5.73) 


其 中 | | = | о. 
” ”利用 近代 过 程 可 以 得 到 高 次 近似 . : 
' Исакова” 曾 对 抛物 型 方程 研究 过 内 部 边界 层 的 构造 ， 
它 是 由 抛物 型 方程 确定 的 , 称 为 内 部 抛物 边界 层 . 
这 一 章 我 们 在 退化 问题 可 解 的 假定 下 讨论 了 梢 阅 型 
方程 和 单一 特征 线 偏 微 分 方程 的 奇异 摄 动 问题 ,介绍 了 
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Люстөрник-Вишик 方法 的 基本 内 容 ， 实 际 上 在 他 们 的 工作 公 
开发 表 以 后 偏 微 分 方程 奇异 摄 动 问题 的 许多 方面 出 现 了 大 量 
的 研究 工作 ， 在 椭圆 型 方程 方面 有 Knowles, Messiok!809, 
Eokhaus, de Jager?”, Friedman'3, Иванова", Федотов, 
- Bui Ап Ton® Бутузов! Tifett9 Besjesrt Van Harten”, 
Howes™®, 林 宗 池 "“ ”3 等 工作 , 林 宗 池 讨 论 的 是 椭 加 型 算 子 
和 区 域 边界 同时 摄 动 的 问题 . 1971 年 Comstock! 利用 “两 变 
量 展开 法 ”构造 了 四 阶 椭圆 型 方程 的 奇异 摄 动 问题 的 渐 近 解 ， 
江 福 汝 等 利用 此 方法 研究 了 高 阶 椭圆 型 方程 的 一 般 边 值 问 
题 “ 和 薄板 弯曲 问题 7)， 两 变量 展开 法 原来 用 于 常 微分 方 
程 摄 动 问题 0 “8 它 不 同 于 Люстерник-Вишик 方法 ,用 它 构 
造 边界 层 函 数 具有 一 定 的 优点 ， 请 读者 参看 上 面 提 到 的 研 
工作 . | 

关于 椭圆 型 方程 的 特征 边界 问题 除 Eckhaus, de 
Зарег”, Knowles, Messik% 外 , 还 有 Етапкепа “1, Лелико- 
ва!“9) 等 工 (Е. 

Ж, Джавадово, Cy Юй-чэн!29 研究 了 椭圆 型 方程 退 
化 为 扫 物 型 方程 的 问题 ，MpraBaroa 研究 了 椭圆 型 方程 退化 为 
双 曲 型 方程 的 问题 5+. 

关于 抛物 型 方程 奇异 摄 动 问题 的 研究 工作 ， 例 如 有 
Tpexoran™™, ZJáma® 6, Holland" Bobisad™™, Besjest591 
等 . 

关于 双 曲 型 方程 奇异 摄 动 问 题 前 研究 工作 ， 例 如 有 
JRE Буа, Св), roo Треногин!8*2, Дкавадов!9%. wn Zlámal, 
Comstork™™, Geel, de Jagertsa, Genet, Маале 

本 书 篇 幅 有 限 ， 关 于 双 曲 型 方程 和 抛物 型 方程 奇异 摄 动 
问题 不 予 介绍 , 有 兴趣 的 读者 请 参看 前 面 所 提 到 的 有 关 文 献 ， 
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第 ab 章 
线 代 数 中 的 摄 动 问题 


щі 


$I 引 


在 前 面 两 章 ， 我 们 讨论 了 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 奇异 
摄 动 问题 渐 近 解 的 构造 ， 并 对 渐 近 式 的 余 项 作 了 估计 这些 
问题 的 特点 是 , 摄 动 方程 的 阶 数 高 于 退化 方程 的 阶 数 ， 当 s= 
0 时 摄 动 问题 的 定 解 条 件 将 减少 , 在 失去 定 解 条 件 的 那 一 部 分 
边界 附近 ， 摄 动 问题 的 解 u, 与 退化 问题 解 wo 的 差 在 正则 退 
化 的 情形 下 将 是 一 个 边界 层 函 数 ， 因 此 摄 动 问题 的 解 u, 4 
8—0 时 不 能 一 致 逼近 于 退化 问题 的 解 wo. ИЖ и, ЧЕ е 
的 半数 ,在 s=0 具有 奇异 性 ,s=0 是 它 的 奇 点 ， 如 果 讨 论 的 
摄 动 方程 与 退化 方程 同 阶 , 但 方程 类 型 不 一 样 , 也 会 有 同样 现 
象 ， 为 了 消除 这 一 奇异 性 ,ITmerepHE 和 Вишик 在 失去 边界 
条 件 的 那 一 部 分 边界 附近 引进 局 部 坐标 条 正则 化 伸 长 变换 ， 
对 原来 的 摄 动 算 子 作 了 第 二 次 分 解 以 构造 边界 层 校正 项 ， 但 
在 数学 物理 中 还 存在 另 一 类 奇异 摄 动 问题 ， 它 们 的 退化 问题 
位 于 谱 上 , 即 和 =0 是 退化 算 子 的 特征 值 ， 此 时 退化 问题 非 唯 
一 可 解 , 因而 摄 动 问题 的 解 4, 作为 s 的 函数 ， 又 增加 了 -种 
ЖЖ. Люстерник 和 Bami: 称 这 类 奇 点 为 代数 奇 点 ， 
前 一 类 奇 点 为 分 析 奇 点 . 因此 当 退 化 问题 位 于 请 上 时 , 相应 的 
奇异 摄 动 问题 的 解 u, 关于 这 两 类 奇 点 是 兼 而 有 之 ,为 了 构造 
它 的 渐 近 解 , 除 前 面 两 章 所 述 的 方法 外 , 还 需 介 绍 新 的 方法 。 
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在 线 代 数 的 摄 动 问题 中 我 们 将 会 遇 到 上 面 所 述 的 代数 奇 
Ж. В До, Аз, Aa, e 是 空间 X РЕЯ т, 
А, = Aot eit А, --.. (1.1) 
ERSAT, Ao BREER, едан зда 是 它 的 摄 动 
部 分 算 子 A, 的 摄 动 问题 和 非 摄 动 问题 (极限 问题 ) 提 法 如 
F: 
Et lB] Bi, 8Jy E 


Az, =b. (1.2) 
相应 的 非 摄 动 问题 (e=0):; ЖЖ. 
Адто = h, (1.3) 
УЕ (1.2) НИ РЕЛЕ, 
de 一 00 十 801 十 8203 十 …， (1.4) 


代入 方程 (I.2), 合并 s ЕЕ, 比较 方程 两 端的 系数 , 我 们 
得 到 确定 To, 21, Op +" 的 方程 组 


Ао =h ; 
Дойл = — Аза, 
Ао = 一 Аа 一 .43a00， (1 . 5) 


фооовоо ово ква чьсь 


其 中 第 一 个 方程 就 是 非 摄 动 方 程 以 .3) ， 摄 动 问题 解 z, 的 性 


. 质 将 取决 于 非 摄 动 间 题 .3) 是 否 位 于 谱 上 ， 即 =0 是 否 是 


ЯТ Ao 的 特征 值 ， 如果 Ao 不 是 它 的 特征 值 , 则 逆 算 子 
А01 存在 ， 方 程 (1.8) 唯 一 可 解 ， 因 而 方程 组 1. 外 中 每 一 个 


”方程 都 唯一 可 解 ， 迭代 过 程 可 完全 实现 , 由 此 定 出 所 有 系数 


To, Di, op。 最 后 具 需 研究 级 数 仁 ,3) 的 收敛 性 或 估计 
其 % 项 和 的 余 项 即 可 . | 

当 和 =0 是 算 子 Ao 的 特征 值 时 , 方程 (1.3) 一 般 不 可 解 . 
车 摄 动 问题 的 解 o, 存在 , 则 z, 作为 。 的 函数 , 在 s =0 将 有 
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AE. 例如, TE > 96 а), 算 子 Ao E n ГАНЕ, ЗЕН. det Ao=0 
时 , 即 存在 这 样 的 奇 性 , 8 = 0 是 z, 的 极点 ， 

解 代 数 方程 时 也 会 遇 到 这 样 的 问题 . 假定 我 们 解 代数 方 
程 


其 中 


P, ль) =: 0, (1.6) 
P.G) = P| (a) +8Р. (в) +... (1.9) 
关于 是 多 项 式 ， 所 有 Pi(w) 都 是 关于 2 的 多 项 式 、 当 в=0 
时 我 们 有 极限 方程 

Po (z; == 0. - (1.8) 
HJT ЯВ (1.8) RA HH zo, 则 接近 于 zo BJ 5 FE (1..6) RY 
{R 2, 6 e МИЯ. 
ЯРУ № (1.8) Ы so， 则 方程 (1.6) 的 根 seo WA є 
函数 ,在 e=0 具有 分 支点 .例如 ， | 


Р, (2) = — ew gz 4-282 = 0, (1.9) 
其 极限 方程 ( 非 摄 动 方程 ) 是 . . 
Ро) = 25 = 0, (2.10) 
因此 极限 方程 的 根 2-0 是 三 重 根 ， 
作 代 换 
| v= e?r, (1.11) 
7718 (1.9) вс 
Р,(а) =? Q(T) = sS (1—1) +82 (2-7)] =Ò. 
| (1.19) 
此 时 极限 方程 
(т) = 三 一 7 一 7T(22 一 丰 一 0 (1.18) 
有 两 个 非 零 单 根 то 1, z = —1 和 一个 零 根 . 
设 方程 
QD) = + at (2—7) -0 (2.14) 
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的 根 有 以 下 形式 ， 
т, = Tot ва. вто etr, (1.15) 
代入 方程 代 .14), 合 并 e ИНК, 则 得 到 确 
ДЕ To, Та, Ta, © 的 方程 : 
码 一 To 一 0， 
(822—1)т.+2-—т5=0, 
(322—1) Ta + тот: (8т: – 2) — + (= 0, 


seeaoeoeoseos...................... 


(1.16) 


(1.17) 


ВА, 方程 人 4.14) 有 如 下 的 级 数 解 ; 
+= 283 —48--..., 

1 3 

(D1 аа 9 рр... 

7 2 ° 4 , (1.18) 


TB = -1-+ sa 8 十 …。 


于 是 方程 (1.12) 的 级 数 解 为 


E= 下 二 (1.19) 


— 155 一 


P, (а) =Р, (вт) = 30. (т) =e[ -7+2 2(т—12)] =0. 
方程 
9,00) = 7+2 +e (T — T?) = 0 (1.20) | 
的 极限 方程 Q. (G) = -57+2=0 有 一 单 根 %-2. 设 方程 
(1.20) 与 此 单 根 相应 的 解 为 : 
Te= тоф ата... = +> вт. (1.21) 
IRA (1.20), ИМО, METE то, та, Ta … 的 
方程 ， 
一 To 十 2 一 0， 
Tı— Tot Ti = 0, 
те За Этот, = 0, 


ооо зо оо вов о на оо вофово со 


解 之 , 我 们 有 
x =2, ту= 4, т2=89, +... 
B ' : 
1.=2--48--82=8-..-., (1.22) 
2 一 28 十 483 十 3283 十 …， (1.23) 


在 以 上 讨论 中 我 们 对 方程 (1.9) 的 未 知 量 作 了 两 种 变量 
(Й авт 和 z= ez， 它们 有 助 于 消除 方程 人 .9) 的 解 z, 在 
s -0 的 奇异 性 ， 使 变换 后 方程 的 极限 方程 具有 单 根 ， 自 然 称 
它 为 正则 化 变换 、 对 于 -一般 方程 (1.2), 可 作 变 量 代 换 : 

| Ysa т, — ` (1.24) 
其 中 w 是 空间 X 中 依赖 于 e 的 算 子 并 有 逆 算 子 , о, оч, 
在 此 情况 下 我 们 得 到 一 个 与 (1.2) 等 价 的 方程 

Bu. = h, В,- Ао", (1.25) 

并 且 算 子 B, HUT iR: 
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В. = Bo+- еВ, -вВ+ +, (1.26) 


ЖЕ (1.25) НИЯ у, Узи, Е a =0 已 无 奇异 
性 , RIRE (1.24) 27 E W| ЗЕ. 
# ЕЯ ИП Е НЕВЕ, 7718 (1.9) ків X, 


可 以 按 в ЗН ЗЕЕ ЗЕ, 也 可 按 s REN. ЗА ЕН 
个 根 关于 小 参数 。 的 阶 数 不 一 定 相同 , 例如 方程 P(e) =+ 
8 一 0 三 个 根 的 阶 数 都 为 sa 方程 P.(a)=z°—ee(G+1)--e3= 
0 有 三 个 根 mev E, g= E, ws 一 8， 两 个 根 的 阶 数 为 
812, АНЯ в, ШУ Р, (2) = (G— в) (2—28) (2 一 3e) =0 
的 三 个 根 的 阶 数 都 是 e, 

当 我 们 考虑 摄 动 矩阵 A Aot eA, 的 特征 值 А, 就 要 研 
究 特 征 方程 14, 一 和 .7| -0 的 求 根 问题 ， 这 是 关于 入 的 代数 
方程 

由 于 线 代数 方程 组 摄 动 问题 与 一 些微 分 方程 摄 动 问题 和 
奇异 摄 动 问题 之 间 的 相似 性 ， 我 们 先 讨论 如 何 移 造 线 代数 方 
程 组 摄 动 问题 解 的 渐 近 式 ， 然 后 再 将 这 些 结果 推广 到 偏 微分 
方程 摄 动 问题 和 奇异 摄 动 问题 上 来 . 

在 这 一 章 我 们 还 讨论 了 和 矩阵 特征 值 和 特征 向 量 的 摄 动 
问题 ， 在 第 六 章 将 把 这 些 结果 推广 到 线性 微分 算 子 特征 值 和 
特征 函数 的 摄 动 问题. 


$2 Jordan 定理 


21 伴随 特征 向 量 和 Jordan 链 it E # G J. m Hk 
线性 空间 、 我 们 用 符号 (E 00) 表示 从 E 3 G 的 线性 算 子 
BJ. W uc E, t: (— 00<1< +оо), ЖЖ 
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ив, —co<1< оо (2.1) 
的 向 量 集合 为 直线 ， B Е (Е>Е), ЕЕ НАЯ m И 


矩阵 Ao RERE. 
现 讨论 算 子 Ао 的 特征 值 问题 ; 
Aog = №, (2.2) 
相应 的 特征 方程 是 : 
P, Q) = |4o 一 XT| = (2.3) 


其 中 工 是 单位 算 子 ， WW А-А ЕО. З) А, WJ A= 
№ 是 算 子 А 的 特征 值 ， 不 失去 一 般 性 , 可 以 认为 一 0. 否 
则 以 算 子 4 一 4o 一 和 7 代替 4o， 即 可 归结 为 所 要 的 情形 . 
下 面谈 到 的 特征 向 量 和 伴随 特征 向 量 如 无 预先 说 明 ， 都 是 和 
№=0 相对 应 的 . 

_ 设 ww 是 与 %‰=0 相对 应 的 算 子 Ao 的 特征 向 量 ; 


Aouo=0, : (2.4) 
车 方程 
о Дош = ио 
Ао us = 
Ао us = ша (2.5) 


Ao Ur_1 = Uga 
有 非 零 解 u, us, +, Ur- 而 方程 
Aot = ир з . (2.6) 

不 可 解 ， 则 说 向 量 uo, а, +, ww-1 形成 长 度 为 上 的 Jordan 
链 ， 向 量 ww(i>1) 称 为 与 w 相对 应 的 宇 阶 伴随 特征 向 量 . 

# Ao 是 对 称 矩 阵 , 则 Jordan RKE k=l, 

#1 方程 2.8) 的 解 不 是 唯一 的 ， 事实 上 ， 若 zo 是 方 
Ë 
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f Aos =y (2.7) 
的 解 , 则 此 方程 有 如 下 形式 的 通 解 
=t tu, (2.8) 
Ни Ао 的 任意 一 个 特征 向 量 ，Aou 一 0。 因此 与 已 知 特 
征 向 量 мо 相应 的 Jordan 链 不 是 唯一 的 . 
#2 由 方程 (2. 和 和 (2.5) 得 到 
Aouo=0, Абиз =0, Абиз =0, Аьр = 0, 
因此 
Аи =0 (¿=0, 1, =, 6—1), (2.9) 
2-2 Jordan 定理 现 考虑 一 般 情 形 ， 设 与 )o=0 相 
对 应 的 特征 向 量 有 r 个 : о, Чао, `e, Мо: 


Aouio=0 (G=1, 2, +, r). (2.10) 
假定 对 应 于 每 一 个 uo 的 Jordan 链 的 长 度 为 m, 即 方程 
Аді = що, 
Аоща = ua, (2.11) 


Ад, 1 = Шъ, 
有 解 ua, uo, 9, Uini 而 方程 
Дош, = Uin,1 (2.12) 
不 可 解 . 特征 向 量 uo 和 伴随 特征 向 量 ua, 9, Un- 形成 长 
度 为 т, 的 Jordan $. 
所 有 特征 向 量 we 和 伴随 特征 岗 量 007 1, 2, e, т 
DD 组 成 一 个 线性 生成 系 S, 8 是 一 不 变 子 空间 . 
对 应 于 矩阵 Ао 所 有 其 余 特征 值 的 特征 向 量 和 伴随 特征 
向 量 组 成 线性 生成 系 S, Š 也 是 不 变 子 空间 ， 如 此 整个 空间 
Е 可 展 为 不 变 子 空间 S 和 S 的 直接 和 ， 
Е=5-8. | (2.13) 


. . | | — 189 — 


现 将 Jordan 定理 叙述 如 下 : 在 s 维 不 变 子 空间 S 中 可 
以 取 特征 向量 to, tao,…, Urol7 忆 8) 以 及 与 之 相应 的 Jordan 
链 [ 对 应 于 每 一 个 uo 有 一 个 长 度 为 m W Jordan {u} G= 
0, 4，…, п ПЕК. 整个 空间 E 可 展 为 与 矩阵 Ao 
特征 值 相对 应 的 不 变 子 空间 S 和 5S 的 直接 和 |; 

B=S+S, 

这 一 定理 的 证 明 在 一 般 线 代数 书 中 都 能 找到 . 

设 Ро ЖЕН {uo G= 1, ---, r) 所 组 成 的 线性 生成 系 ; Бо 
н (0) (>0) 所 组 成 的 线性 生成 系 ; E, 是 由 最 高 阶 伴随 特 
ФЕН] 8 (и, 1) GSL, …， 作 组 成 的 线性 生成 系 ; E, 是 由 (ug) 
(0<j<m 一 所 组 成 的 线性 生成 系 ， 这 些 线性 生成 系 有 如 
下 关系 ， | 

B=<=Ñ-++ S= S+ Ho Е =Ñ E + Е. (2.14) 

ЖТ Ao 在 Š KARAT 451. ИН (2.11), 

Аошу = шуа (j>0). 
所 以 算 子 Ao 将 Е 的 每 个 元 素 wy G> 0) 变 为 E, 的 元 素 . 
再 由 (2.10), 我 们 有 
Ak =0, (2.15) 
因此 算 子 Ao 将 Eo 的 正 交 补 S+ E, ЖЖ Е, 的 正 交 补 S+ 
B, 

设 算 子 B-A, W B4 S+ E, Вх S+. Es 
内 车 Jordan 基底 固定 , WAF B 亦 固定 . 它 将 基 向 量 wj 
(1<&j<m 一 1 变换 为 基 疝 量 wi 

и; = Вил, (2.16) 

ЖІ 在 直接 和 (2.14) 中 ， 对 于 Hermitian 矩阵 来 说 我 

ПЖ S=E = E, Еу= Ё, =0, 
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#2 在 直接 和 (2.14) 中 E. 是 唯一 确定 的 ,而 Eo E, 
Е, 根据 (2.7)，(2.8) 可 知 不 是 唯一 确定 的 . 但 一 当 Jordan 
基底 定 了 以 后 , Eo Ei, Ey 亦 定 了 下 来 . 


бз 关于 线 代数 方程 组 的 一 些 定理 


在 以 后 讨论 中 我 们 需 用 到 一 般 线 代 数 方 程 组 的 理论 ， 现 
将 一 些 重 要 定理 列 写 于 下 ， 并 对 最 后 一 个 定理 给 予 证 明 ， 由 
于 是 一 般 性 讨论 ， 我 们 假定 所 讨论 的 矩阵 和 向 量 都 是 复 答 阵 
和 复 向 量 . 


设 给 定 方程 组 
Seam GG=1, 2, =, m) (3.1) 
жонот. | 
27 а-а (#=1, 2, =, т), (8.2) 


其 中 ar 是 а, ОЗЕН 38k. НН (8 1) 和 (3. 分 分 别 写 
为 向 量 形式 
As=b, (8.3) 
A*y=6, (3.4) 
H w= (а, wo, ee, в)", b= (bi, ba, +, ba)", у = (g, Ya, 
°”, Ym), C= (Gi, Ca, +t, Cm)", A= (а) вах, А*= (Gi) mar. 
在 线 代 数 里 我 们 知道 , 矩阵 4 SIER 4* 有 相同 的 
№. 
关于 方程 组 (3.3) 和 (3. 和 有 以 下 几 个 定理 ， 
定理 1 车 方程 组 (3.3) 的 行列 式 异 于 零 ， 则 方程 组 
(3.3) 及 其 共 锦 方程 组 (3.4) 对 任意 自由 项 上 和 < 都 是 唯一 可 
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解 的 ， 在 此 情况 下 齐 次 方程 组 只 有 有 零 解 ， 

定理 2 车 方 各 组 (3.3) 的 行列 式 detl A| =0, 则 齐 次 方 
程 组 Аз-0, A*y=0 各 有 p=n—r 个 线性 无 关 非 . 零 解 ， 其 
中 7 是 矩阵 4 的 秩 . 

定理 3 非 齐 次 方程 组 (3.8) 有 和 解 的 充 要 条 件 是 , 矩阵 A 
与 其 增 广 矩 阵 [4, ОТАН АЈНЕК. 

这 些 定理 是 线 代数 中 所 熟知 的 事实 ， 在 一 般 线 代数 书 中 
都 可 找到 它们 的 证 明 . 

下 面 一 个 定理 是 定理 3 的 等 价 形式 ， 在 以 后 讨论 中 要 经 
常用 到 它 . 

定理 和 非 齐 次 方程 组 (3.3) 可 解 的 充 要 条 件 是 ， 方 程 组 
(3.3) 的 自由 项 8 应 与 共 辊 齐 次 方程 组 4*y=0 的 一 切 解 正 

现 给 出 这 一 定理 的 证 明 ， 车 向 量 z 和 y 满足 下 列 等 式 

(2, у) = > wy Yn = 0, 


则 称 向 量 2 和 是正 交 的 ， 
а 是 由 矩阵 4 第 8 列 元 素 记 组 成 的 列 向 量 ， 


e, M, (3.5) 


Чик 
我 们 可 改写 方程 组 (3.3) 为 以 下 形式 ， 
> та; = b, (3.6) 
这 一 形式 表明 ,方程 组 (3.3) 可 解 的 充 要 条 件 是 ,向 量 刀 应 是 
HE a (Q= 1, 2, e, mm) 的 线性 组 合 , 换 句 话说, 向 量 应 属 
THRE a, aa, ++, Ga 所 生成 的 子 空间 内 , у = GZ, ya 
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ym) "是 与 所 有 a, (Ë= 1, 2，…， mW) 正 交 的 任意 一 个 向 量 ， 为 
T f b 属于 上 述 子 空间 , 当 且 仅 当 b 与 这 样 的 y 正 交 , 即 


(5, y) =0, (3.7) 
而 
(gi, ав) =0, k= 1, 2, +, m (3.8) 
就 是 
Siya пъ dng 0. (3.9) 


因此 这 样 的 y 是 共 О А*у=0 的 解 ， 于 是 定理 4 
得 证 . 

现在 回 到 我 们 所 讨论 的 方程 组 (2.7) 上 来 . 当 А-0 是 
EBE Ао 的 特征 值 时 , АЕО ТЕРЕ 4 的 特征 值 ， 与 之 
相应 的 有 s 维 不 变 子 空间 S* 以 及 包含 在 8* 内 由 А В 
征 向 量 ( 与 № =0 相应 的 ) 所 组 成 的 子 空间 85, 按 定理 4, 方 
程 组 (2.7) 有 解 的 充 要 条 件 是 , 其 自由 项 y 应 属于 E 的 正 交 
补 EO Ë, 即 对 于 任意 一 个 2E Es H (9. 2 = 0. 

车 2 20, …, 2, 组 成 空间 的 基底 , 则 方程 组 (2.7) 可 
解 的 充 要 条 件 是 , 同时 有 下 列 * 个 等 式 成 立 ， 


(g, 4) = 0 G =1, 2, °... r). (3.10) 
车 УЕ EO E, MIRA (2.7) RBA A FER: 
æ= Ву+и, u€ Eo. (8. 11) 


即 方程 组 \2.7) 的 通 解 是 方程 组 (2.7) 的 特 解 与 齐 次 方程 组 
Aou=0 的 任意 一 个 解 % 之 和 ,而 “是 齐 次 方程 组 4ox=0 的 
?个 线性 无 关 解 ua (2—1, 2, =, ИННА, B= Ал, 
”此 外 ,可 以 证 明 ， | 
ОЕ: = Ë, (3.12) 
事实 上 , 因为 В m EQ 有 相同 的 维 数 Ш S+ E, 是 E, 的 
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EZ% E, 的 维 数 也 是 r, ТЫ EG E 和 S+ E, 有 相同 的 
维 数 m-r, 设 УЕЗ+НЕ.. 9 9 S+ E ЖИТ ВЕ 
域 ， 故 存在 元 素 yı 使 得 у = By， 从 而 Aoy1 一 y， 即 方程 组 
(2.7) 有 和解 z-y， 册 定理 4 yE EO E. Hk S+ Ес 
БОВ. 但 空间 S+ E 和 空间 ЕО 有 相同 维 数 ， 因 而 两 
个 空间 是 同一 个 空间 . 

注 ， 对 于 包含 在 K (cC S+ E,= E G Es W BJ нЕ 
DBhua=uíÍ(p<n – 1) RHA FREY: 

$=1, 2, =, ri p= 0, 1, +, m —2, 
(В?ию, 2%) = 0 (т 2 .7 ? ), 
| 8.18) 

而 对 于 基 向 量 w,w-i= В" 1woE E, 来 说 等 式 (3.18) 中 至 少 
有 一 个 不 成 立 ， 


$4 线 代数 方程 组 的 摄 动 问题 


41 问题 的 提出 设 Ao M A, 是 m ИН, s= (aw, 
Da, "5%, Dm), Y= Q, а, s Yn RE m 维 向 量 , 给 定 方程 组 
A= (А+ 8sAi) w=Y, (4.1) 
Hop e 是 小 参数 , 当 充分 小 时 64. 可 看 为 矩阵 А, 的 摄 动 . 
我 们 假定 ， AmA 1) 的 系数 行列 式 蜡 于 零 ; 
= | A| == | Ао- 641] #0. (4.2) 
那 末 方程 组 (4. ж Ж 2=а(в). 
当 >0 BF RE 4, = Ao e A: 变 为 矩阵 4o， 方 程 组 
性 .世相 应 地 变 为 极限 方程 组 ( 非 摄 动 方程 组 )， 
A=, (4.3) 
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我 们 的 问题 是 , HEADE аа) HARHA (4.3) АЈ 
解 e= <o 之 间 有 和 何 关系 ? 在 知道 方程 组 (4.3) 的 解 的 性 质 以 
后 , 如 何 来 构造 方程 组 (4.1) 的 解 z(s) 关于 e 的 展开 式 ? 

在 这 里 将 存在 两 种 情况 .1) 矩阵 Ао AMER Ао" 存在 ， 
即行 列 式 | 4o| 关 0, 2) 行列 式 |4o| =0， 此 时 方程 组 (4.3) 一 
般 不 可 解 ， 在 第 一 种 情况 下 构造 w(s) 的 展开 式 比较 简单 , 在 
第 二 种 情况 下 构造 过 程 则 相当 复杂 . 

我 们 先 讨论 第 一 种 情形 , 后 讨论 第 二 种 情形 . 

42 |4o|#0 情 形 在 此 情况 下 极限 方程 组 (4.3) 对 任 
意 自 出 项 y 都 有 解 并 且 解 是 唯一 的 。， 设 此 解 为 $ 一 zo。 当 & 
充分 小 时 , 0,520, 摄 动 方 程 (4.1) 有 人 解 2=2(8). АН wle) 
的 展开 式 为 8 的 震级 数 形式 . 

2(8) = Tot Evit 2 eee, (4.4) 
将 (4, 和 代入 方程 组 (4.1), 我 们 有 
A,z(8) = (Aot е А1) (Tot ва + ваа.) = g, 

在 上 式 左 端 合 并 е МО рН ЖЖ, В 
确定 20, а, … 的 递 推 方程 ， 

Доо = u, ) 

Ax; = — Aiti, $=1, 2, e, 
其 中 第 一 个 方程 就 是 极限 方程 (4.3), wo 就 是 极限 方程 的 解 ， 
在 其 余 方程 中 右 端 都 是 已 知 量 , 由 于 | 4o| 关 0， 故 可 唯一 求 得 
oo 

易 证 ,级 数 (4.4) 是 收敛 的 . 

43 |4 =0 情形 ШЕНЕ Ao 有 零 特征 值 和 =0， 
极限 方程 组 (3.3) 不 是 对 任意 右 端 y 都 是 可 解 的 .假定 相应 
的 齐 次 方程 组 


(4.5) 


400 = 0 (4.6) 
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有 7 个 线性 无 关 非 零 解 @ 6 (i= 1, 2, =, т). CANJE ME F K 
方程 组 

Ай: = 0 (4.7) 

亦 有 ?7 个 线性 无 关 非 零 解 zsC% 一 1，2,…-,7), 则 由 定理 44 方 

程 组 (4.3) 有 解 的 充 要 条 件 是 , AW y 应 与 z (b= 1, 2, 66, r) 

EX.: | 

(g, 2) =Ü (#=1, 2, =, r). (4.8) 

和 以 前 一 样 , 我 们 用 Ко 表示 由 向 量 010721, 2，…， 7) 所 组 

成 的 线性 生成 系 ， 用 EQ 表示 由 疝 量 2-1, 2, ..., 7) 所 组 


成 的 线性 生成 系 . 
为 了 以 后 的 讨论 ， 我 们 需要 引入 广义 特征 值 和 广义 伴随 
特征 向 量 这 些 概念 . 


В Ao 和 A, 都 是 m НЕ, 假定 Е 4: | #0, RA 使 方程 
组 
Ао = Ах (4.9) 
有 非 零 解 w 的 问题 称 为 矩阵 Ao AFERE A 的 广义 特征 值 
问题 ， 或 称 关于 矩阵 (4o，41) 的 广义 特征 值 问题 ， 向 量 % 称 
为 与 相应 的 特征 向 量 . | 
当 41 是 单位 矩阵 时 , (4.9) 就 是 一 般 的 特征 值 问题 . 
与 (4,9) 相 应 的 特征 方程 是 ， 
P(A) = | Ao— AA. =0, (4.10) 
车 =0 是 此 方程 的 根 , 则 与 之 相应 的 特征 向 量 zo 将 是 齐 次 
方程 组 
и, ВАТ НН, 20, 271, 
`, k-i: 
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Аза: = ~ Аля, (4.12) 


Доха = — Аа а. 

确切 地 说 , 向 量 组 2, +, Ze ÆRTER (Ao А1) 与 m6 Ж 
应 的 伴随 特征 向 量 链 ， 

车 齐 次 方程 组 (4.11) 有 ?个 线性 无 关 特 征 向 量 zo (ë = 
2, ---, r); 

AÁ = 0 (¿=1, 2, г), (4.13) 

则 可 构造 分 别 对 应 于 zio G =1, 2, …, г) 的 伴随 特征 向 量 
ë, . 


(ааа, Tiz "°, 1-1), ..., (ты, 7,2, "°, 2-1), 


ЕД 


(4.14) 
它们 分 别 满足 方程 ; 
Ложи = — Artio, 
Aa = — Áta, (4.15) 
Atini = — Ami, a 
(ë=1, 2, =, r), 


РР (4.14) Ни (Ao, 41) $ oo 相应 的 伴随 

特征 向 量 链 . 
”我们 有 以 下 引 理 , 

`. 引 理 1 设 Ao, А, 都 是 m ИЕ, 1|4i| #0, A=0 ВЕ 

РЕ Ao 的 特征 值 , 齐 次 方程 组 (4.11) 有 个 线性 无 关 特 征 向 

Ë wwo(i=1, 2,…, г), 则 存在 关于 矩阵 (46，A41) 与 ао 相应 

的 伴随 特征 问 景 链 (4.14), 它们 分 别 满足 方程 (4.15), 其 中 

MENS S, 此 外 ， 张 在 向 量 Ал... 上 的 线性 流 形 S: 
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不 包含 任 何 一 个 与 В EZK mE. 
证 明 因为 |41| =0, 所 以 Аг 存在 . 设 B= АГА? 
则 方程 (4.13) 和 (4.15) 可 改写 为 等 价 形式 

Bro = 0, А 

Ваа = — Я, А (4.16) 


Ваз = Qn 2. 
根据 Jordan EM, RATUAK ER В BJ ЕН =o 
相应 满足 方程 人 4.16) 的 特征 向 量 和 伴随 特征 向 量 wx 构成 长 
度 为 m 的 Jordan 链 , 这 样 , 引 理 工 的 前 一 部 分 就 得 到 证 明 ， 
现 证 后 面 一 部 分 ， 假 定 相反 , 即 存在 向 量 


_ -r 
А2 = > Ата, т-а 
i= 


与 B EX, К =- Мары, Z ab>0. WE 


(Axz, 2) =0, z€ Eo. (4.17) 
于 是 , 按 定 理 4, 方程 组 
Ад: = — Аут (4.18) 
关于 т. 可 解 ， 显 然 也 满足 下 面 的 方程 
| Вл = —z = -5 Оца, 1. (4.19) 


МЕН 2, 属于 不 变 子 空间 S, S EESE ВИНЕ 
值 和 =0 相应 的 特征 向 量 和 伴随 特征 向 量 ws(s<m 一 号 上 
的 , 因而 可 将 z, 按 8 的 基 向 量 展开 ; 

Ту = 之 ， Titis. (4.20) 


n E Ao 41 是 对 称 矩 阵 ， 但 不 可 交换 ， 则 B= ATMo 一 能 地 是 非 时 称 和 
阵 , 可 能 有 长 度 大 于 工 的 Jordan 链 。 . 
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根据 方程 (4.16) 我 们 有 
| Ва, = 2, r Bz = — У ть, (4.21) 


8<n —1 
YS Ieisr 


(H s. s— 1<0 RT, tis- = Он. 19) (4.21), 得 到 
5 Tis Diaa hn (4.22) 


但 此 式 右 端 没 有 向 量 ten- 而 向 量 wis 是 线性 无 关 的 ， 这 就 
意味 着 所 有 w= 0( 当 s>1 时 亦 有 т. 0), 与 Yat>0 BEF 
Я. 从 而 证 得 引 理工 的 论断 . 
现在 我 们 分 三 种 情形 来 讨论 方程 组 (4.1) 的 解 =z(e) 
的 展开 式 ， | 
А) 矩阵 Ao 的 特征 值 A= 0 是 一 单 根 , НЯ (Ао, 
41) 无 任何 伴随 特征 向 量 ， 此 时 齐 次 方程 组 (4.6) 除 常数 因 
子 外 只 有 一 个 非 零 解 mo 
Aot = 0, 
l 不 存在 伴随 特征 向 景 11 (4>10). НИЖЕ 
(DERE — а. | 
Ақ =0, 
根据 引 理 1 
M = (Armo, 2) 0, (4.285 
` ЖОВ Я (4.1) ИЕ а= x(e) 的 展开 式 为 以 下 形式 ， 
#(8) == + (20-1210) + 8 (аа Cti) + += 
2" (tat сила) 十 … (4.24) 


其 中 c, 是 待定 的 系数 , 向 量 z, samwmemaqa. 为 此 
将 展开 式 (4.24) 代 入 方程 组 (4.1)， 


(ho+ £41) [ Era + (@o-- сало) +8 (21 саад) +e 
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+e" (ant оно) + |= y. (4.25) 


EF е ВОР Жо, WEIMER o, 
和 向 量 ал 的 方程 组 : 
71. Со.40%40 = 0, 
89; Awo t со Алло =Y, (4.26) 
et. Аба; + с Алло + Аз = 0, 

(4.26) 的 第 一 个 方程 组 ， 由 于 4uzo= 0， 对 任意 oo 都 成 
立 ， 第 二 个 方程 组 可 改写 为 ; 


8 


Лото = — Со 4210, (4 .27) 
它 关 于 zo 有 解 的 充 要 条 件 是 
| (Y — со A1810, #1) = 0. | (4.28) 
从 而 根据 (4.28) 我 们 求 得 
во = yG, 2). (4.29) 


知道 了 со 我 们 可 以 求 向 量 m 作为 方程 组 (4.27) 的 一 个 特 
解 , 并 要 求 


(о, 210) = O. (4.30) 
BKR AID НЯ DU FER, | 
wo-}- сло, . (4.31) 


其 中 oa 暂时 未 定 . . f 
假定 我 们 已 求 得 ce Ша: G<n— 1). 如何 来 求 w M Ea 
呢 ?由 (4.26), 向 量 z, 的 方程 是 ; | 
Ао, t oe, Азо + Ал = 0, (4.32) 
将 它 改写 为 
П Дады — (Аза 1+6 Аза). (4.82) 
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由 可 解 性 条 件 
一 (4awm-i 十 on4dizio 21) = 0 (4.33) 
求 得 | 
Cn 一 二 Cn #1) . (4 .34) 


然后 确定 m, 作为 方程 (4.32 的 一 个 特 解 , 要 求 它 满足 关系 
A: 
lEn, ло) =0. (4.35) 
因此 我 们 可 以 逐次 确定 所 有 o, 和 a, 
级 数 (4.24) 的 收敛 性 在 下 面 一 般 情形 里 一 道 给 予 证 明 . 
В) 与 =0 相应 的 特征 向 量 只 有 一 个 , 但 存在 伴随 特征 
向 量 ， 即 


Aov10= 0, 
Aot 一 一 Алло, 
Aoa = 一 Азача, (4 .86) 


eosseoqasasa........... 


3 
Аи = 一 Аан, ъа, 


其 中 | 
(Aiwi0, 21) =0, (Алача, 24) =0, e, (Алдан, 21) = 0, 
而 (Азал, һ-а, 24) +0, 21 НИКА 4*z==0 的 非 零 解 ， 
求 方程 组 (4.1) 的 解 “= z(e) 的 展开 式 为 以 下 形式 : 


__CicV40 | C10011 十 C41010 
(6) e” + 58-1 | `° 


оба A зао. 
E 
Fa (ао Нейл n1t 611, n-a t + 04, 140) 
He (wid сло и CiU, nat t 46а, raio) 十 … 
+ E (20,4 Ci, s4181, n1 ааа na tte 
F Oi atnti0) 十 。…。 (4.87) 
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AG), 
(№ А. оре Слот + 0C10041 十 611510 pe 


gni 


ць Eiin + езі, n2 t °° A- Ca, n1030 
8 


+ Ee (Vet C1, s4181, n1 H 01, 84381, n-a *** 


а 
Ш 
= 


F Ci, +10) } = у. (4 .38` 


合并 = 的 同 乱 项 比较 方程 两 端的 系数 , 我 们 有 
87" CoAotio=0 (由 (4.86) 第 一 个 方程 ); 
8 "tT, Aol(Ci0t11+ 611810) + Азблотло 
= 10402011 4 011 Ао + C1041810 
= 010402111 41210) +61: одно 
=0 (由 (4.36) 第 一 二 两 个 方程 ); 
Ао (010212 + O31211 O12230) + Аз (воры + 6323103 
= 010(.Аойла + Ayz11) + eu (Дот + A1810) 
+194010 = 0 
《由 (4.36) 的 最 初 三 个 方程 ); 


фор ное оу фо во ооо го ооо ооо оао соо вов ово 


в "+2 


871, Ао (бо ава аса + 61,1240) 
十 Ai (61021, n=2 F C11, ng - 4 ĉi, n—3@10) 
= C10 (Aot, n1 Аза, аа) + 011 (Дод: па 

+ 4321,3) H+H Oa, nal Aoviit Ао) 
+1,» 1Аоть=0 (H (4.36)). 

因此 在 (4.38) 中 所 有 e АНИ ЕЖЕ, m 

: Аото ец Ао, и 1t 6124081, 3 十 … 

+ 01,„ Додо + 016 А21, на + A, ruas 
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+ 01, »-1.4110=9. (4.39) 
由 方程 (4.36) 得 到 
Aoo = У— 010 Аз? и-1. (4.40) 
这 是 一 个 非 齐 次 方程 组 , 选取 常数 co 使 之 可 解 . 按 定理 4, 
此 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 是 : 
(у— бло А и-1, 21) =0, 
从 而 得 到 


= 0. (4.41 
610 (Amir n. m 21) › (Азан n-i 21) + . ( . D 


R z 作为 方程 组 (4.40) 的 一 个 特 解 , 要 求 它 : 
(To, 246) = O, 
假定 我 们 已 求 得 系数 cp 和 向 量 zp(p<s 一 1)， 现 在 来 
ЖЕЖ о, 和 向 量 zw。 在 (4.38) 中 ， 令 г 的 系数 为 零 ,我们 
有 
До, + C1, за Ао, n-1 F01, 8424021, n3 Fte 
- Са, stn Доло + Ау 161,8 Аз, n1 
HOr, e4141, n2 77 01, а+а-1410чо = 0. 
(4.42) 
由 方程 组 (4.36), 上 一 方程 组 可 化 简 为 
Ао. = — Аав 3 — 018 Азал, в-1. (4.43) 
此 方程 组 关于 向 量 z, 有 解 的 充 要 条 件 是 : 
— (Аж 21) — (01s Amia, 21) =0, 
从 而 得 到 
oo (4.40) 
求 得 ct 以后， 我 们 求 向 量 z, 作为 方程 组 (4.43) 的 一 个 等 
解 , 要 求 它 ; (%s, 216) = 0, 
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如 此 我 们 可 逐次 求 得 所 有 系数 01 和 向 量 we， 

可 以 证 明 , 级 数 人 4.37) 是 收敛 的 , 也 将 它 放 在 下 面 的 一 般 
情形 中 去 研究 . | | 

С) 一 般 情形 ， 假 定 齐 次 方程 组 (4.11) 有 ?个 线性 无 关 
特征 向 量 voli=l, 2, 0, ARRATE, AD 对 应 于 
ало 的 伴随 特征 向 量 ; (gua, ала, Vm) (Vl Dra 9, 
vz.,.n.-1)， 它 们 分 别 满足 方程 (4.13) 和 (4.15)， 相 应 的 共 轿 齐 
KARADA r 个 线性 无 关 非 零 解 (h=1, 2,6, г), 

我 们 构造 方程 组 (4.1) 的 解 (8) 的 以 下 形式 的 展开 式 . 

200) = (0970 + бота опто... 


qp бол би, Фа $t бы, 1230 ) 
| Е 


+ 89 | 204: S ontant 94-0; о) ]+ ... 


+ e'[ >, 十 Уа, на +. +оо) | tee, 
i | (4.45) 
将 它 代入 方程 组 (4.1) 以 确定 系数 em 和 向 量 zy; 


(í Сюй Cioli E Ot; 
10-70 10:09117 O41340 
: (Aot 841) (eee + — i0 L... 


4 192-11 02, а БО, ие) 
& 


r 
0 S1 、 
+e [а а 6,0) 4+ 


' aet [L (61, 944i, 十 castio) ]+--] 
-9 (4.46) 
比较 方程 (4.46) 两 端的 е HERAA, 和 情形 В 一 样 ， 根 据 
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方程 (4.13) 和 (4.15) 所 有 e 负 寄 的 系数 都 等 于 零 , 而 
a°, Aozo 十 Slon Asten- Heet Cin, Доо) 


+ > (6o4ac 十 … 士 con tdazo) = g. 
(4.47) 
由 方程 (4.18) 和 (4.15), 此 方程 组 可 化 简 为 
Ав Ўр Ааа. (4.48) 


这 是 关于 zo 的 非 齐 次 方程 组 ， 选 取 系 数 on 使 之 可 解 . 我 们 
知道 , 有 解 的 充 要 条 件 是 : 


(0270.4, zx)=0 (k=1, 2, =, r) 
六 Co to (g, 2) (К bx = (y, Z) ) (4.49) 
Chl, 2, =, r), 
这 是 关于 со 的 代数 方程 组 , 它 的 系数 行列 式 是 . 
4=det| (Ауа, 3, Wl. (4.50) 
可 以 证 明 ， 
| 4+0, | (4.51) 
事实 上 , ЈА Е 2 3 2, 
Уа (Ала, 2) 一 0， 对 于 k=l, 2, e, r (4:52) 
(5 >20). 
这 就 表示 向 量 5 一 алва SIEN z (1, 2, o, 


ЕЮ E 正 交 ， 按 引 理 1 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 方 各 
组 (4.49) 的 系数 行列 式 异 于 零 ， 解 方程 组 (4.49) 得 到 . 
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x бю=Гбо (š=1, 2, =, 0), (4.58) 
其 中 bo= (0, ba …, b), T'e ЖИТ. 求 得 
сю 以 后 , 再 求 方程 组 (4.48) 的 特 解 mo, 可 以 要 求 它 ; 
(до, ви) =0 ($=1, 2, =, т), 
那 末 我 们 有 
00 一 (у 一 > Cio Азад, n1 )， 

其 中 W 是 相应 的 道 算 子 . 

假定 我 们 已 定 出 系数 oo 和 向 量 z (p<s—1, ¿=1, 2, 
…, 四， 现在 来 求 系数 os 和 向 量 z。， 在 (4.46) 中 令 5° 的 系 
HNF: 


Aot, + Ra Cei, e4140 n1 460, Додо) + А23 


+e, Aa, аша оао ааа) =0. (4.54) 
由 方程 (4.18) 和 (4.15), 此 方程 组 可 化 简 为 
Ав, = — Аа, а Уо Ааа аа. (4.55) 
根据 可 解 性 条 件 , 我 们 得 到 关于 ou 的 代 孝 方程 组 ， 
= (Aitai а) Уу (Аааа, 大 =0 (4.56) 


(k=1, 2, = T), 
КЖ 440, 因此 
o -Гф» (4.57) 
其 中 bs= — ( (Aitei, 21), `, (Аа-а, #,)). HK =, ЕЯ 
方程 组 (4.55) 的 特 解 , 要 求 它 : | 
(ть, Wi0) =0 (=L, 2, e, т). 
从 而 我 们 有 
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: z,=W( — Arts а ойны). (4.58) 
如 此 可 逐次 求 得 级 数 (4.45) 中 所 有 系数 os 和 向 量 ws， 
最 后 , 我 们 来 证 明 级 数 (4.45) 对 于 充分 小 的 в 是 收敛 的 . 
事实 上 , 按 系数 ou 的 表达 式 (4.57) 我 们 有 
A <K|b,|<K,|x, 1|, (4.59) 
其 中 | 4 是 向 量 空间 E 中 的 范 数 、 由 (4.58) 和 (4.59) 推 得 
[asl Ко, |+ У, <К 42,1 |< Kš|<zol. 
(4.60) 
现在 来 估计 级 数 (4.45) 的 一 般 项 a 
Ga = 2+5) (0, stilin- tee +0...) . 
由 (4.59) 我 们 有 


В r А 
jas] = jw 十 > (Ci, 8448r n1 H 0 аад) | 


< Jel +È Kajal lanal t Канны авы] 
Shel +E: asl + fessa] tt hoa)) 0.62) 
再 由 (4.60), 得 到 
[а, | < 3 |а] + К (КЗ Kit... 

HEY) |а] <КоК\. (4.62) 
因此 ,级 数 (4.45) 当 |e| <- 记 ~ 时 在 空间 至 的 范 数 | | 意义 
т. | 
“如果 我 们 的 选 代 过 程 到 s(s>m) 步 为 止 ， 确定 了 系 


数 co(p<s) 和 向 量 z (p<s), 则 得 到 级 数 (4.45) 的 有 限 
项 ， 
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Ci Zi Pini- 1 十 … “十 04 ur 1240 ) 
¿(= (еее? : 
-+ er ЕЕ Уса, Cina t Tetto Бе) ] 
Zi 
Hert a? | п з оо батн) 
. = 
+ et | = РСЕ | + E Oa, (4.68) 
因此 ， wle) — Kle) = Ов"), 
从 而 推 得 | 
Jale) — Ze) | «ев, (4.64) 


$5 EKES MEEA E Bt B) 50 [aj i 


51 问题 的 提出 设 4o А: 是 m 维 空间 E dot bH 
HEGET), A5 是 ho WISER, A= Aot eA 和 以 前 一 样 
是 由 Ao 和 A, 组 成 的 摄 动 窍 阵 ,s 是 小 参数 , A.C (ЕЕ). 

”我 们 再 回忆 一 下 $2 所 用 的 符号 和 术语 , 假定 矩阵 Ао 有 
零 特 征 值 A=0. 相应 地 , AEN As 亦 有 和 零 特征 值 入 =0. 
存在 一 个 与 = 0 相应 的 矩阵 Ao 的 s 维 不 变 子 空间 S, CE 
由 与 和 =0 相应 的 矩阵 До 的 特征 向 量 uo 和 伴随 特征 向 量 
ш(4=1, 2, =, 上-- 才 (参看 (2.4)， 忆 .中 ，(2.6)) 所 组 成 , 这 
些 向 量 满足 方程 组 ; 


Aouo = 0, 
Aotu = uo, 
Aous =ù], (8 ` 1) 


woe... .......... 


Aouy- i= Чиа. 
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而 方程 组 
. Дош, = Чул (5 . 2) 
不 可 解 ,向 量 Uo, ма, e, Ura 形成 长 度 为 的 Jordan 链 . 如 
果 齐 次 方程 A= 0 有 > 个 线性 无 关 非 零 向 量 wo $= 1, 2, 
… т, 则 存在 与 每 一 个 wo 相应 的 伴随 特征 向 量 链 ww --", 
tsn- 它们 和 we 形成 一 个 长 度 为 m 的 Jordan g, JE 
Jordan 定理 ， 可 选取 特征 向 量 uo 和 伴随 特征 向 量 ua, ua, 
9 Un 为 不 变 子 空间 S 的 基底 整个 空间 召 可 分 解 为 
不 变 子 空间 S 和 S 的 直接 和 ; 
E=S+S, (5.3) 
其 中 Š 是 由 矩阵 Ао 的 与 其 余 特 征 值 相 应 的 特征 向 量 和 伴随 
特征 向 量 所 组 成 ， 空 间 E 还 可 分 解 为 以 下 的 直接 和 |， 
B=S+S= Eot+ EotS= E,-- E +8, (5.4) 
其 中 Eo НАЕ {шо} (i 一 1，2,…, 7) 所 组 成 , Eo HI JE] E (uy 
(92-0) ЯТА А, Е, НАА ВЕНЕ В Ци, (= 二 2, 
…, 7?) 所 组 成 , i H JE (и) (0<j<m 一 1) 所 组 成 ， 算 子 
Ao 在 S 内 有 道 算 子 A, А-В, 再 由 (2.11), 算 子 Ao 
将 В 的 每 个 元 素 变 为 Е, 的 元 素 , 而 4oBo= 0， 因 此 A 将 
Е, 的 正 交 补 S+ Во 变 为 E, 的 正 交 补 S+ E. 从 而 算 子 B 
将 S+ E, RHA S+ Ko. 8-Е, 是 算 子 B 的 定义 域 ,而 SS+ 
Е 是 算 子 B 的 值 域 ， 算 子 Ao 的 特征 向 量 ( 与 =0 相应 ) 
和 伴随 特征 向 量 可 写 为 
G=“, Ma == Bao, ша = Buio, 5, щас В" o) 
(5.5) 
(4-1, 2, -.., г), 
设 zz(b=1, 2, 0, r) ЗЕ ЛЕЕ Ao 的 个 线性 无 
征 向 量 ( 与 和 =0 相应 )， 则 由 方程 组 可 解 的 充 要 条 件 , 对 于 每 
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-TRER š RNA 
(а, з, 20) = 0 (j=0, 1, ..., m — 2; В = 1, 2, ++, r). 


(5.6) 
而 

(ии ша» 20) ФО (k=l, 2, +, Г). (5.7) 

从 而 

(Во, 2%) =0 (p<m) (Е=1, 2, =, r). 
(5.8) 
(Buo, zz) +0 《至 少 对 于 一 个 介 ， (5.9) 
此 外 , 根据 88 的 讨论 

ЕОЕ, = Š + Ë, (5.10) 


其 中 Во ЛЕН fz) (= 1, 2, …, 7) 所 组 成 的 线性 生成 系 和 Bo 
有 相同 的 维 数 ">、 因 此 ВОВ 也 是 算 子 B 的 定义 域 . 
矩阵 A, 的 特征 值 问题 : 求 X 使 方程 组 
A,u,= (Aot EAI) Va = Ats (5.11) 
有 非 零 解 %%，X。 BIERE А, 的 特征 值 , w 称 为 与 X 相应 的 
特征 向 量 , 其 中 |4。| = | Aot e A | #0, 

当 es=0 时 有 相应 的 矩阵 Ао 的 特征 值 问题 ; 

AovVo = Хото, (5.12) 

方程 f f 

Р.А.) =1А,—^.Т| = | о+84.—^.1| =0 (5.18) 
是 矩阵 A, 的 特征 方程 .方程 . . 
| PoCo) = | Ао— №1 | =0 - (5.14) 
是 矩阵 Ао 的 特征 方程 . 

我 们 的 问题 是 ， 特 征 值 X 和 特征 值 xo， 特 征 向 量 o, 和 
特征 向 量 ww 之 间 有 何 联系 ?如 何 来 构造 X, 和 о, 关于 e 的 展 
FA? 

和 线 代 数 方程 组 一 样 ， 也 存在 两 种 情形 ， 即 #0 
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(|4о| *0)Ж №=0(|.4%| =0). 第 一 种 情形 比较 简单 ,我 们 
主要 讨论 第 二 种 情形 , 

E №=0 是 特征 方程 (5.14) 的 s 重 根 , 在 一 定 条 件 下 ( 即 
下 面 的 条 件 工 ) 特 征 方程 (5.18) 有 s 个 不 同 的 根 与 之 相应 , 并 
且 这 些 根 当 e—0 时 趋 近 于 零 ( 见 $1 例题 (1.9), (1.10)). 
此 外 ， 它 们 关于 е 的 展开 式 可 能 是 = 的 整数 寡 也 可 能 是 e 的 
ЗС С, (1.19) F $ 1 最 后 的 例题 )， 我 们 讨论 的 特征 值 入 。 
也 是 这 种 类 型 代数 方程 P,(%) =0 的 根 ,因此 ,和 一 般 地 按 s 


1 


的 分 数 窜 s” 展开 .可 以 证 明 ( 见 []), mw 是 与 %=0 相应 
的 Jordan 链 的 长 度 ， 对 于 相应 的 特征 向 量 v 亦 有 类 似 的 
EFR. | 
为 简单 起 见 ,我们 只 讨论 以 下 两 种 情形 : 
.情形 工 _ )Xo=0 是 方程 P Q) =0 мам, 与 它 相应 的 不 
变 子 空间 S 是 一 维 的 : S = Bo= E, = {iuo}, 其 中 uo 是 与 N= 
0 相应 的 特征 向 量 ; | 
| Ао 0. (6.15) 
矩阵 Ао МЗ: 45 也 只 有 一 个 ( 除 常数 因子 外 ) 特征 向 
Ë z 与 和 ‰=0 相应 .因此 Eo Е 都 是 直线 
Bo= {tuo}, Eo= (120). (5.16) 
МЕП 与 =0 相应 的 特征 向 量 只 有 一 个 ( 除 常数 因 
子 外 ), 但 存在 长 度 大 于 工 的 Jordan gCua, Buo, +, В"), 
其 中 路 是 Jordan 链 的 长 度 . 
”关于 更 一 般 情形 , 请 读者 参看 [2]. 
现 就 以 上 两 种 情形 分 别 讨论 特征 值 А, 和 特征 向 量 o, 展 
开 式 的 构造 . 
WEI 在 此 情况 下 特征 值 A, MEE o, HF R е Hy 
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ОЕ. 


A= Зее (%=0, MA0), (5.17) 
Елі 
Ф, = 2; vje, v#0, (5.18) 


为 了 确定 展开 式 中 的 和 о, 将 展开 式 代入 方程 
(5.11), 我 们 有 


0= (А.Р, (дед ( Š} met) 1 )( È ve), 


j=0 
(5.19) 
合并 e 的 同 害 项 并 令 其 系数 为 零 , 则 得 到 方程 组 
Aovo=0, (5.20%) 
Aotr = by, (5.20,) 
其 中 , 
ъ= > À ur. Аа, kl, (5.21,) 


由 (5.20。) 我 们 知道 , ve 是 与 ло 0 相应 的 特征 向 量 , vE Ед. 
再 由 8$ 3 定理 4, 若 方程 组 (5.20x) 的 右 端 bs 满足 关系 式 ; 
(by, 20) =0, (5.22) 
则 方程 组 (56.20w) 是 可 解 的 ， 方程 (5.20) 和 (5.22) 可 以 用 来 
逐次 确定 Ay 和 о. 
由 于 不 变 子 空间 S 是 一 维 的 , 没有 伴随 特征 向 量 , 因此 
按 (5.9) (此 时 в-п= 1) 


” (uo, 20) #0. (5.23) 
可 以 标准 化 Zo 使 得 ， 
. (мо, 20) = 1, (5.24) 
因为 %Є Eo, 所 以 
| vo = tuo. (5.25) 


-特征 向 量 w 除去 一 个 可 能 依赖 于 е 的 数 因子 外 是 唯一 
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确定 的 ， 我 们 将 它 标准 化 , 要 求 它 ， 
(Vs, 2) = 1, (5.26) 


从 而 根据 (5.24) 和 (5.26) 我 们 有 
1=( vo- -È ev, z) — Кио, 20) + > 8 (03, ғо) 


-1+5 8 KCI 20), (5.27) 

， 上 式 对 任意 。 都 成 立 . 由 此 推 得 | 
1=1, El vo= vo, ` (5.28) 
(Vy, Zo) =0 GQ = 1, 2, ...). (5.29) 


车 条 件 (5.22) 成 立 ， 则 方程 组 (5.204) 可 解 ， HEE RE 
可 表示 为 
ъ= Bby+ tix, (5.30) 


”其 中 В= Ат, 它 的 定义 域 是 S+ B., iE 8-Е, ERN 


所 讨论 的 情形 下 Е, -Е-0, 因此 B 的 定义 域 和 值 域 都 是 
S, 向 量 6 Eo, BẸ 


Ug = trto. (5.81) 
由 (5.10) 我 们 有 : 
o EOE; 8, (5.82) 
TE, 
S | = {tzo}. (5.83) 
即 对 任意 一 个 形 如 Bw 的 向 量 , 由 于 Bw€ Š, 都 有 
| (Во, 25) =0. (5.34) 


因此 由 (5.29),，(5.30) 和 (5.24) 推 得 
O= (Vr, 20) = (Вбъ-Емь, zo) = (Bör + tuto, 20) 
- = (00, 20) = tv. 
所 以 &-0(4>0. ИМ ш-04>10). НН (5.20. 的 解 ， 
为 : 
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v = Bb, (k=1, 2, =). (5.35) 
由 by МЖД (5.2), 当 %=1 时 我 们 有 
ba = Л 100 — Ауто = Ано — Аз, . (5 .86) 
利用 条 件 (5.22) 和 等 式 (5.24) 得 到 
O= (bi, Zo) = А (Aiuo, 20), 
i (Аз, zo) =, 并 假定 
(Азмо, zo) +0, (5.37) 


” 则 得 到 


和 一 0= (Artio, 20), (5.38) 
并 且 M0, 求 得 Ar 以 后 , 由 (5.36) 求 出 5,, 解 方程 组 (5.35) 
(k= ЕН ча. 

条 件 (5.87) 是 我 们 讨论 过 程 的 附加 条 件 , 称 它 为 条 件 Г. 
ЕЕ: 车 №=0 是 矩阵 Ao 的 s 重 特征 值 , ПЕНИ 
s 个 特征 值 与 之 相应 ， 并 且 当 e—0 时 趋 近 于 零 ( 参 看 [2])， 

BERERE u AM ulk) MERR А, HI o, H 
(5.21%) 


k k—1 
= > Мз А0 i= Arto t > АМ 一 Аа, 
Го =. 


| (5.39) 
设 k—1 
` И, = > Ар Aki, (5.40) 
则 | 
b, = Ато + Uy (5. 41) 


根据 假定 ， № 和 wz<1) 都 已 求 得 ， 因此 Uz жаяа, A 
用 条 件 (5.22) 和 等 式 (5.24) 我 们 有 
O= (br, 20) = (Ао, zo) 一 和 十 (Ur, 2), 
从 而 得 到 . 
À = — (Uy, zo), (6.42) 
— 484 一 


w 
‹ 


求 得 hx 以 后 ， 我 们 可 以 按 (5.39) 定 出 b, КЛ. (5.35) H 


вк 因此 迭代 过 程 得 以 实现 , 可 逐次 确定 级 数 (5.17) 和 (5.18) 


的 系数 À. 和 向 量 v. 
情形 IT 存在 长 度 为 n(n>1) 的 Jordan 链 (uo, Buo, 
., В 0). 
在 此 情况 下 特征 值 和 。 和 特征 向 量 w 应 按 e B) y Е 
в" 展开 : 


№ = Уе" (х= 0, № +0), (5.43) 
к= 
` b. = > ов? (20% 0), (5.44) 
ј= 
其 中 多 就 是 Jordan 链 的 长 E. 


类 似 地 , 将 它 代 入 方程 (5.11), Ф е НЕЕ ВО, 
则 得 到 方程 组 
Aovo =0, (5.450) 
Ак = br, (5 .45,) 
其 中 ' 
Улз (0<k<n), 
b= | (5.46) 
六 Ni A-n (#>т). 
方程 组 (5.45。) 是 齐 次 方程 组 , 它 的 非 零 解 w 是 与 Xe 相应 
的 特征 向 量 ， 所 以 оос Bo. -方程 组 (5.45;) 是 非 齐 次 方程 组 ， 
根据 $ 3 定理 4, 它 可 解 的 充 要 条 件 是 : 
(by, 20) = 0, (5.47) 
其 中 20. В o= 0 НЗ SE DE А0 的 特征 向 量 , EM uo 
一 样 除 常 数 因子 外 也 只 有 一 个 ,soE Е. з E, El 和 情 
形 工 一 样 都 是 一 维 不 变 子 空间 ， 
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Eo= {tuo}, Во = {tzo}. (5.48) 
и, = (6.49) 


Фо== о, #20. 
根据 假定 , АЛЕ ЛЕМ п BJ Jordan 链 : 


~-i 
(wo, ui = Buo, .”., и„_1= В" uo), 


并 且 
(В, 2) =0 (p<n) (Ж (5.8)), (5.50) 
(B"tuo, 2) +0 (参看 (5.9)). 
我 们 可 以 标准 化 zo 使 得 
(B" що, zo) =1. (5.51) 
对 于 给 定 的 呈现 在 来 确定 展开 式 (5.43) 和 (5.44) 中 的 系 
Жл 和 向 量 v. 


关于 向 量 zo, MERE Ао 一 样 ， 亦 存在 共 轧 和 抢 阵 46 的 伴 
随 特征 向 量 21, 22, 0, Zn- 它们 满足 下 面 方程 ， 


Anz1 = 20; 


Аата, (5.52) 


Anzn_1 = "2, 
A= Zna (5.58) 
不 可 解 ， 类 似 地 , 我 们 有 
| (21-1, №) #0, uo € Eo, 
我 们 可 以 标准 化 a-a 使 得 . 
(мо, Za-1) = 1, (5.54) 


而 


设 sa 一 2 则 有 
| (ио, =") =1. (5.54) 
当 n=1 В, 2*=z, ÆR (5.54) НИ (5.24). МИ 
这 里 所 取 的 .x* ЛЕНЕ Ао 关于 2 的 最 高 阶 (n 一 二 Br) 
伴随 特征 向 量 . 
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些 项 来 表示 的 , 其 系数 与 À, 有 关 , RISE М: 


我 们 再 标准 化 w 使 得 
(w, 2*)=1 (НЕЙ. (5.55) 
重复 前 面 导 出 (5.28) 和 (5.29) 的 讨论 , 由 (5.54) 和 (5.55) 推 
得 t=1, Bp 
Vo = Чо (5.56) 


(w, 2 =0 (>. (5.57) 
因此 vo ЖЕ ЛЕТА мо. УЬ, А: (Б.А), bre E— | 
E= S+ E, 即 b, 属于 算 子 B 的 定义 域 ， 条 件 (5. 术 ) 表 明 ， 
HE о, 属于 算 子 B 的 值 域 S 二 Bo， 因此 

к = Вх. (5.58) 

求 得 加 以 后 我 们 可 以 得 到 向 量 9. 下 面 我 们 来 叙述 逐次 确 

定 №, b, 和 w, 的 过 程 . | 
4 п>1 时 ,根据 (5.451) 和 (5.46) 我 们 有 

До? = bi, b1 = Ато == Ne, (5.59) 


和 


于 是 ， ` 
vı = Bb; = А. Вид. (5.60) 


此 时 A, 仍 是 未 知 的 ， 
当 n>2 时 , H (6.45,). (5.46) 和 (5.60) 我 们 有 
ba = Ata + Aavo = А Buo + эмо, (5.61) 
= Bba =A} Bus AaBuo, . (5.62) 
其 中 Aa, № тан . 
4 п>3 Rf, H (5.45), (5.46) #I(5.60)_ (5.62) 11% 
ba = А.В?ио -+ 2M4Àa Buo + Àsuo, (5.63) 
= Bb; = Ai Bu + 20\В?ио + As Buo, (5.64) 
其 中 Аз, ha И 仍 是 未 知 的 . 
一 般 地 , bw(% 过 wm) 的 表达 式 是 以 B? ao(T<2 和 从 这 样 一 
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alk, p) = >=. Аа .. А, (5.65) 


Я > 是 按 力 个 自然 数 (8 82, "`", 的 一 切 可 和 能 的 组 合 来 取 
的 , 但 要 求 548s 十 … 十 sp 一， 例如 
ali, 1) = А, 
а(2, 2) =М, а(2, 1) = o, 
a (8, 3) = №, а (3, 2) =, (8, D) – №. 
向 量 ww 的 表达 式 是 以 Bew 这 样 一 些 项 来 表示 的 ， 其 系数 与 
b, 表达 式 的 系数 相同 . 
当 n>% 时 , by 和 % 有 如 下 的 表达 式 ， 
br=alk, В) BES +a (h, k—1)B wt Ба, lluo, } 
a= (k, R) Btuo +a (h; 2—1) Ви... +a(k, 1) Buo. 


(5.66) 
ë _ 
D,=xI, р, МВ, (5.67) 
1 (5.59), (5.60) я СЕРЖ 
b= D, (5.59) 
v= Рано, (5.60") 
(5.61), (5.62) 可 改写 为 
ba= Qa Di aD uo = Dot (5.61) 
va = Qa BD.+ AaB) to = Dato, (5.62”) 
其 中 f 
Da = ADi tA = M Di + Nh Do ( 设 Do= 了 是 单位 算 子 )， 
| (5.68) 
Ds=MBD,+ ВР, (5.69) 
(5.63), (5.64) 可 改写 为 И 
bs = (MDa + 40, + о) vo = Davo, (5.68) 
v= Qa BD. ABD, ВРош-= Раю, (5.647) 
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其 中 


D; = 24 Оз D, +, D, (5.70) 
Ds = À B D. F) BD I+ À BD, (5.71) 
一 般 地 ， 一 
br = умоу (6.72) 
Ku = Dato, (5.73) 
D. = ВР,, D; = AoD,, (5.74) 


其 中 D, 和 D, H (5.46) 3 F 3228; .: 
D, = > À D, — А.О, 一 XA BD, = ABD... 


(5.75) 

D, -$ ABD, ,~ BAiD, а, (5.76) 
它们 都 是 线性 算 子 , 这 里 

Do= Ao, D, =0(n<h), (5.77) 


根据 <n 和 ken 两 种 不 同情 形 ， 包含 在 b, w, D, 和 D, 
的 项 分 为 两 类 不 同形 式 ， 第 一 类 项 不 包含 算 子 A, 而 第 二 类 
. 项 是 含有 算 子 41。 从 表达 式 (5.76) 看 到 ，D; 中 的 每 一 包含 
Di 的 项 都 受到 А.В 的 作用 , 因此 D, 中 的 第 一 类 项 可 看 
为 对 算 子 T= D, 逐次 作用 算 子 В 的 结果 , 它 具有 以 下 形 


式 : : 
ал" A ВР, (5.78) 


其 中 5 十 so 十 … 十 sp 一 A， 我 们 认为 , 数 ho, EF Do, D, 和 向 
E, vs 具有 %s 阶 齐 次 性 ”而 算 子 A, 有 nw 阶 齐 次 性 ; ho 和 
B 有 0 阶 齐 次 性 、 

递 推 公式 (5.75) 和 (5.76) 右 端的 所 有 项 都 具有 上 阶 齐 次 
HE. F si 二 ss 十 … 十 sp 一, 则 形 如 (5.78) 的 项 一 定 出 现在 Р, 
的 表达 式 中 , 这 些 项 的 和 在 Ds 中 有 以 下 形式 

a(k, р) Вэ, _ (5.79) 


由 于 s>1, 因此 其 中 的 p'1<p<k, AWE D, 中 含有 项 : 
alk, Е) В МВК, (5.80) 
这 就 是 о, 表达 式 (5.66) 中 的 第 一 项 算 子 . 
现在 来 确定 м. Ко 是 EQ 正 交 补 S+ E, 中 的 任意 一 
个 向 量 , 则 | 
(2, 20) =0, в Е. (5.81) 
因为 向 量 wo, ш = Buo, ++, и, а= B" ЗЕ В, 所 以 问 量 
В" (Е<т) 
与 20 EX: . 
(Br iw, 20) = 0 (<n) (5.82) 
当 k<n 时 = Do 中 所 有 项 都 具有 
a(k, р) В (1<рҳё<т) 
的 形式 , 因此 当 k<n 时 
b€ S+ E, (5.83) 
当 k=n 时 ， 
D, = > ¿,D,_,— АП = > ABD, _,— Аз, 


D,= > ABD, ..— ВАР, 


在 这 些 表达 式 中 开始 有 了 第 二 类 项 ， 即 含有 算 子 4 的 
м. ИШЕ b, 中 也 有 了 这 样 的 项 , 1 Ао, 0, 中 的 其 余 项 
为 aln, n) B" uo = NB" lo Жа(п, р) В? Ч, p<n—1. F 
是 | 
f b,= Душа (n, п) B" lu — Азмо- За», р) Bw, 

и (5.84) ` 

根据 (5.82) р) Br? wo € S+ E, 
利用 可 解 性 条 件 (6,, 20) =0- 和 和 条件 (5.51), 我 们 有 ` 
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№-— (Arto, 20) = 0. (5.85) 


假定 - 
(Али, 20) = 0 (条 件 Г), (5.86) 
ти c= (Aito, 20) , | (5 .87) 
则 | 
M= с (5.88) 


有 郊 个 相 异 的 不 等 于 零 的 根 . 我 们 固定 其 中 的 一 个 ， 从 而 求 
得 
bi= Awo = Аш, v= Вз, 
假定 我 们 已 求 得 为 , b Я о; (<, MERR Aaa, 
berri 和 Vrta. 


Н (5.72) 
Dark = Dp ,xuo. (5.89) 
设 bnr 中 所 有 第 二 类 项 之 和 为 ; 
Zx = Y to, (5.90) 


HARRE, 2, 中 的 项 是 由 于 算 子 А. MA T AB 对 uo fE 

用 而 形成 的 ， 这 里 的 А, # n 阶 齐 次 性 , 算 子 ABA s 阶 齐 

性 .在 此 情况 下 А.В 只 在 s<k 时 出 现 , 否则 包含 在 Z, 中 的 

相应 项 的 齐 次 性 阶 数 将 大 于 ntk, 而 brr 的 齐 次 性 为 ntk 

Br, 这 是 不 可 能 的 ， 然 而 , 根据 假定 , 当 s<% 时 所 有 )。 是 已 

知 的 , 因此 向 量 Z, 是 已 知 向 量 ， 从 而 b, 可 写 为 以 下 形式 : 
| Румо barr = (+, р) В? + Zx. 

. (5.91) 
在 此 表达 式 中 а(п- k, n—1) Buo alntk, n— 2) В" Зщ, 
-.., a(n+k, iju 项 都 属于 S+ B,, 与 向 量 zo 正 交 ， 故 由 可 
解 性 条 件 (Dntk, 20) =0 得 到 | 

0= (a(n+k, п) В", 20) + (Zr, 20). 
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再 由 条 件 (5.51) 我 们 有 
a(n+ k, п) = — (Zx, 20), (5.92) 
其 右 端 是 已 知 量 ， 由 (5.65) 
a (n+ k, т) = пам ол (n + k, n), 
aa (п, п) = > Х.А," Asus 


зу+за вр =n k 
sk 


其 中 ar (n+Ë, 由 是 Aa, …, № 的 多 项 式 , 是 已 知 量 ， 从 而 由 
(5.92) 求 得 №. (Н №0) 


ља r Сы xa (Wak юу], (5.94) 
HH (5.46) 


(5.93) 


k+l 
ER 1 
била = > Ала; — A19x+3—_a 
J=. 


O (H всп 时 规定 最 后 一 项 为 零 ). 
НЕК м: 以后， 根据 A, b; 和 v1(j 所 办 都 已 求 得 的 假 
定 可 求 得 brr 从 而 亦 可 求 得 тън = Ваа. 

关于 级 数 (5.17)，(5.18) 和 (5.48)，(5.44) 收 敛 性 的 证 
明 请 参看 [2 的 附录 . 
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ж = 
未 提高 微分 算 子 阶 数 的 摄 动 问题 


在 上 一 章 我 们 讨论 了 线 代数 中 的 摄 动 问题 ， 这 些 问 题 在 
偏 微分 方程 摄 动 问题 和 偏 微分 方程 奇异 摄 动 问题 中 可 以 找到 
它 的 相似 之 处 ， 上 一 章 所 讨论 的 结果 可 以 推广 到 微分 方程 上 
来 . 

在 这 一 章 讨论 的 偏 微分 方程 的 主要 特点 是 ， 在 原来 微分 
算 子 中 加 进 摄 动 项 以 后 未 提高 微分 算 子 的 阶 数 、 例 如 考虑 所 
动 算 子 

f І, = Lot eIn, 
Joh Lo 是 2m 阶 椭圆 型 算 子 ; 
І. 是 阶 数 不 高 于 2m 的 微分 算 子 ， | 

4 8= 0 时 算 子 Г, 退化 为 算 子 Lo 但 阶 数 并 未 降低 , 方程 类 
型 亦 未 改变 ， 因 此 所 讨论 的 微分 方程 问题 和 第 二 章 不 同 ， 然 ， 
而 它 与 线 代 数 方程 组 摄 动 问题 一 样 , 也 可 能 有 两 种 情形 产生 ， 
第 一 种 情形 : 算 子 Lo HART Dr, 即 和 = 0 不 是 它 的 特征 
值 ; 第 二 种 情形 :和 = 0 是 算 子 L, 的 特征 值 , 在 此 情况 下 退化 
问题 未 必 可 解 .在 第 一 种 情形 里 构造 摄 动 问题 解 的 展开 式 比 
较 简 单 ， 在 第 二 种 情形 里 构造 过 程 要 复杂 得 多 . | 

为 简单 起 见 , 我 们 只 讨论 二 阶 椭圆 型 方程 , 但 讨论 结果 可 
推广 到 高 阶 椭圆 型 方程 . | 

此 外 , 我们 还 要 讨论 边界 条 件 摄 动 问题 . 


$1 问题 的 提 法 


Ë D E N ay s 间 的 有 界 区 域 , T 是 其 边界 ， 在 D+ 了 
内 给 定 二 阶 权 图 弄 方程 : 


Lem $ В (вы (e) Q) + 21 b Ou (a) 
(1.1) 
тте Lu= Lout e Liu (а), . (4.2 


其 中 L, 是 不 高 于 二 阶 的 微分 算 子 : 
Lu= > -HA 0) J). во) 000и 
(1.3) 
摄 动 问题 А. 在 D+ T HR и= и, (2) #8771 (1. 2 和 
边界 条 件 ， 
с yu =u,|r=0, (1.4) 
退化 问题 Ао(в=0), 在 D+ Г ИЖ u= uÍ(@) 满足 方程 
C1.1) 和 边界 条 件 : 
wlr=0. a. 5) 
我 们 的 问题 是 ， 摄 动 问题 A. 的 解 и, 和 退化 问题 Ао 的 
Ж чо 有 何 关 系 ? 如 何 利用 退化 问题 До 的 解 来 构造 摄 动 问题 
А, 解 u, WERA? 
.我们 按 入 =0 是 否 是 退化 问题 的 特征 值 这 一 点 分 别 来 进 
行 讨论 . 


“$2” 退化 问题 唯一 一 可 解 的 情形 


假定 退化 问题 (1.1)， (1.5) ЖТ 上 ,CD) 的 任意 一 个 右 
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端 函数 (2) 有 解 并 且 解 是 唯一 的 .在 此 情况 下 我 们 称 退 化 
问题 4。 不 位 于 谱 上 .由 于 退化 问题 不 位 于 谱 上, 当 e 充 分 
小 时 (参看 [66]，[67] ) 摄 动 问题 4。 亦 不 位 于 谱 上 , 即 在 D+ 
T 内 有 唯一 解 . 此 时 可 求 问 题 4。 解 u, 的 展开 式 如 下 : 

U, = Uot Elg tH Бети, +. (2.1) 
жЕКАЛНа 2 85 41.0), 比较 е 的 同 紧 项 系数 ， 
我 们 得 到 确定 wo， ша, …，w。 … 的 一 系列 边 值 问题 ， 

Louo = h, yuo= 0, . (2.2) 

Рош = — Г.ч, ущ = 0, | 


вое оо ово ово нот ооо ово зоо о 


(2.8,) 
第 一 个 方程 和 第 一 个 边界 条 件 就 是 方程 (1.1) 和 边界 条 件 
(1.5), 因此 展开 式 (2.) 的 第 一 项 w 就 是 退化 问题 的 解 . 求 
得 чо 以 后 ， 问 题 (2.33) 方 程 的 右 端 是 已 知 函 数 ， 在 边界 条 件 
?ta=0 下 解 第 二 个 方程 , 即 得 函数 из, НР, п 可 逐次 确定 
函数 и, (4=0, 1, …).. 
. 假定 算 子 Ze 和 L, 的 系数 Qu, bi, Ci, Ax, В, C, # D+ 
T 内 连续 , 而 am 和 Ar 在 D+ T' АЛЕН, hE LDE. 
这 些 条 件 下 问题 (2.2) 的 解 有 如 下 的 估计 [68] [691, 

С о Loulo,s, ` (2.4) 
其 中 | h z] Peg 80.2), (2.3,), 逐次 利用 估计 式 
(2.4) 我 们 得 到 | 

ооо, v, 

[о |а, pc] Гацо созе що оо СВ В, 

lusla е! Lati; Зое 10. 15, о ЗА, (2.5) 


Фобос во ево сто ооо зов осе еоаезооа т ........ 
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从 而 由 不 等 式 (2.5) 推 得 , О.Р se<- АЕ РРО) 


的 范 数 意义 下 是 收敛 的 , 它 表 示 摄 动 问题 A, 解 u, 的 级 数 形 
式 . 


бз ”退化 问题 位 于 谱 上 的 情形 


3-1 一 些 假定 假定 X=0 是 算 子 [在 边界 条 件 (1.5) 
下 的 特征 值 ， ах 1), (1.5) ЖАН. 在 此 情 
况 下 我 们 称 退化 问题 位 于 谱 

为 简单 起 见 ， ве То 在 边界 条 件 (1. 中 下 只 有 
一 个 ( 除 常数 因子 外 ) 特 征 函 数 ш 与 和 =0 相应 ; 


Louo = 0, ?Wo 一 =0. (3.1) 
众所周知 ， AROSE YEA ВИЙ, 
Lozo=0, уо=0 (8.2) 


也 只 有 一 个 ( 除 常数 因子 外 ) 特 征 函数 . - 
如 果 问 题 C3. 切 有 有 限 个 线性 无 关 特征 函数 , 则 讨论 是 类 
似 的 (请 参看 第 三 章 S 4). 
| 假定 算 子 L, ВН (1.2), а. 4) 唯 一 可 解 , 并 且 对 
于 任意 一 个 满足 边界 条 件 (1 .4 的 光滑 函数 有 下 列 不 等 式 
ЖҮ; 


ече мј, > (8.8) 
其 中 | [=] dsi h=l lan oc 是 与 5, 4 无 关 的 常数 . 
车 | |=] h=i jw， 那 末 在 任何 情况 下 都 可 假定 条 


件 (3.3) 成 立 ， 下面 我 们 将 给 出 条 件 (8.3) 成 立 的 充分 条 件 . 
32 展开 式 的 构造 类 似 于 第 三 章 $4 求 摄 动 问题 
(1.2), (1.4) КИА u, 的 展开 式 为 以 下 的 级 数 形式 : . 
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бото | cota 50 | я ами ЕСТ 
8k ек1 E 
+ 89 [00-1 (сіт: HeU] ++ | 
+ в" и, + (e, а s t Carto) ] 十 (8.4) 
(参看 第 三 章 8 4 级 数 (4.37))， | 
下 面 我 们 来 定 出 数 k, 系数 also, 1, +), ИЖ u (j= 
О, 1, +, b= 1) FI u,(8=0, 1, --.), 
(3.4) КАЈ 1.2) тол А (1.4), RIE 
ek. eo L yu = 0, yuo== 0, (8.5) 
因此 0 就 是 算 子 Lo 与 X=0 相应 的 特征 函数 w (参看 
《38.1))， 其 次 , 当 #>1 ff 
eri, со [Lota + Гао] =0, yur=0, (8.6) 
这 是 一 个 非 齐 次 方程 , НН — Duo 是 一 已 知 范 数 . 问 
题 (3.6) 可 解 的 充 要 条 件 是 ,方程 的 右 端 一 上 Lio Ути 
问题 (3.， DMR zo 正 交 ， 


и, = 


Салю, Zo) о. | (8.7) 
пасан, 则 问题 (3.6) 的 通 解 可 表示 为 : 
44-01010, (8. 8) 


其 中 mw 是 问题 (3.6) 的 特 解 , cio 是 相应 齐 次 问题 的 通 解 ， е 
是 暂时 未 定 的 常数 . 

类 似 地 , 可 逐次 确定 函数 她， j<k—1 为 下 面 问 题 的 特 
解 : 


aH, eo [Lu + Laiza] =0, yu=0, (8.9) 
(Tila, з) =0, (8.10) 
(Lit, 25) =0 (š=0, 1, k—2) (8.11) 


成 立 , 则 我 们 可 以 逐次 解 问题 ， 
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от, + Тан 1] =0, yu, =0 (3.12) 
(i=1, 9, =, E— 1) . 
以 求 得 Ta, Ua, 57, Ur, З REE CS ПК. 问 
题 (3.12) 的 通 解 有 如 下 形式 : 


Uitto (4=1, 2, ee, k—1), (3.13) 
对 于 u 我们 有 
89, Гомо оГ а ва (Louy-i- Гаа) Foo 
+ op (Гой, + Lo) + oyLotio = h, (3.14) 
уш = 0, | 


若 已 求 得 wa из, e, ира, ДН (3.5) ЖЗ 12%) G=, 
2, e, 0—1), 问题 (3.14) 可 改写 为 


Гомо + co Liuy а =, (8.15) 
УЧо = 0, : 
此 问题 有 解 的 条 件 是 : ` 
(b— eo Luya, 20) 一 0. (3.16) 


因此 对 于 任意 一 个 函数 由 (3.16) 可 以 求 得 系数 oo 的 充 要 
条 件 是 ， 


(Гимь-л, о) #0. (8.17) 
设 . 
M = (Lauri, в), 0 (8.18) 
旭 由 (3.16) 得 到 
o= 10, Zo), (8.19) 


求 得 co 以 后 , 可 以 求 w 为 问题 (3.15) 的 特 解 , 此 问题 的 通 解 
可 表示 为 

м -+ вии, (3.20) 

evuo 是 80 系数 中 的 一 项 (参看 (3, 多)， 因 此 为 了 使 得 级 
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(3.4) А в 项 开始 ， 应 有 等 式 (3.11) 和 不 等 式 (3.17) 成 
M. 

НА (3.11) А 620 (3.17) ЗУ, ИК 
实现 , 即 可 逐次 确定 系数 о, 和 函数 us. 

事实 上 , 假定 我 们 已 求 得 函数 и, ПЖ сд < 
s 一 1)。 现 在 来 求 o, Ти. МР u, RIE: 

8 Lou,+ Litst oi io, (Loe а Б Luss) +5 
+ быль (Lotta + Гуно) + сьо == 0, 
и, = 0. 

F, 由 问题 (3.5) 和 (3.120 G= 1, 2, e, 4 一 1) 上 面 问题 可 
改写 为 ， 


Lou,+ Lu, а-о Гаму а = 0, (8.21) 
Уч. = 0, 
此 问题 的 可 解 条 件 是， 
(Lau, с, Тата, Zo) = 0, (8.22) 
根据 条 件 (3.17), 由 此 推 得 | 
S S= 0а, а). (8.28) 


求 得 o, 以 后 , 我 们 求 函数 we 作为 问题 (3. иж. ЕК 
通 解 是 : 
Us t- Op+ so, (3.24) 

级 数 (3.4) 在 ТР 范 数 意 义 下 的 收敛 性 证 明 与 52 的 证 
ВН -- 6, 故 从 咯 . 

在 以 上 构造 过 程 中 ， 我 们 曾 假定 等 式 (3.11f) 和 不 等 式 
(3.17) 成 立 . 这 就 意味 着 问题 (3. 10) рр i=l, 2, ..., k—1 
是 可 解 的 , 而 问题 

Lout Liiiy_i=0, yu= 0 (8.25) 
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是 不 可 解 的 . 因此 类 似 于 第 三 章 $ 4 我 们 称 问题 (3.12) BJ 
特 解 ua, мо, …， Una 是 特征 函数 uo 关于 摄 动 问题 (1.2)， 
(1.4) 的 伴随 特征 函数 . ра uo, ta, ..’, Up_1 形成 长 度 为 & 
的 Jordan 链 . | 

现在 的 问题 是 , k У ИАА, EB К РН ЖА (8.17) Fe 
立 ? 下 面 我 们 要 证 明 , 不 可 能 超过 条 件 (3.3) 中 的 m. 

33 关于 数 天 的 一 个 定理 定理 1 若 条 件 (3.3) 成 
立 , 则 条 件 (3.11) 和 (8.17) 成 立 只 到 k<m 为 止 , 因此 Jordan 
链 的 长 度 为 b, 展开 式 (3.4) 从 阶 为 sz 的 项 开始 ， 

反之 ， 车 条 件 (3.11) 和 (3.17) 成 立 ， 则 摄 动 问题 (1.2)， 
(I.4) 对 于 充分 小 的 TR, НАСА) ЕЯ 
F L, 来 说 有 如 下 的 估计 式 . 

вето, (3.26) 


其 中 | | los РО ,so% 是 满足 边界 条 件 人 4) 


的 任意 一 个 光滑 西数 《3.26) 意 味 着 Lr| <). 


ШЕЯ 先 证 定理 的 第 一 部 分 ， 假定 相反 , 即 条 件 (8.11) 
和 (3.17) 成 立 直 到 .加 >>m ЖЕ. EERIE МНЕ R A o, 
Ша, "5 Uni 它们 满足 下 面 的 方程 和 边界 条 件 : 
Гом, Li=0 (j=0, 1, =, kı— i), 
ущ=0 (j=0, 1, =, h —1) 
(WE: ч:=0). 


(8.27) 


Gete аа eg зв) 
则 | 
Ги, = (Lot eto (g vo + 
в" € 
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о аа рыть) 


= La (Upit Fo), (8.29) 
此 式 右 端 与 € 无 关 , 因此 
12,0, =00D., (3.30) 
另 一 方面 , 根据 条 件 (3.3) 应 有 
8", la <o] Г, |. -(3.31) 


因为 函数 vo ма, $, tp-+ 固定 ， 所 以 对 于 充分 小 的 。 我 们 
有 


lx: 一 去 | (1-е ай Airotel et а yd 


P TEESE ETAN PES ых [а 
(3.32) 
从 而 由 (3.31) 和 (3.30) 推 得 
cO) ов" > 8790, (3.88) 


因为 > m, 这 是 不 可 能 的 ， 于 是 证 得 有 不 可 能 大 于 т, 
再 证 定理 的 第 二 部 分 ， 车 条 件 (3.11) 和 (3.17) 成 立 , MU 
对 于 任意 右 端 函 数 h(z) 送 代 过 程 可 无 限 通过 , 因而 可 逐次 确 
定 级 数 (8.4) 中 的 项 ， 和 我 们 在 $2 所 证 明 的 一 样 ， 此 级 数 在 
WP kk, 因而 它 表示 摄 动 问题 (1.2)，(1.4) 的 解 wu,, 并 且 
解 基 叭 一 的 (因为 问题 (1.2)，(1.4) 对 任意 右 端 h(w) € L, 可 
_ М). ША, 和 第 三 章 §4 一 样 ,可 以 对 级 数 (3. 全 的 所 有 项 进 
行 估计 (参看 第 三 章 $ 4(4.59) ~ (4.61)), 最 后 得 到 
вмз, ооо, = ol Риш о, т. (3.34) 
于 是 定理 工 得 证 ， u 
从 这 定理 的 两 个 部 分 推 得 ， 在 条 件 (3.3) 中 可 设 m = ñ, 
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这 里 的 上 就 是 特征 函数 uo 和 和 伴随 特征 西数 0, (2—1, 2, --- 
% 一 1)Jordan 链 的 长 度 ， 车 特征 函数 有 若干 个 ,对 于 每 一 个 
特征 函数 都 有 一 个 Jordan 链 , 则 m 取 为 所 有 Jordan 链 的 
最 大 长 度 . | | 
34 条 件 (3.3) 成 立 的 一 个 充分 条 忻 (m=1) 
定理 2 假定 算 子 Lo 对 于 任意 一 个 满足 边界 条 件 
yu= 0 ШЭ K Жи 是 正 算 子 : 
(Lou, u) >0, (2.85) 
并 且 与 和 =0 相应 的 特征 函数 只 有 一 个 , №, ВЕ £ + Ја 
满足 下 列 关系 : 
juli = (Tau, u) >y lule, (3.36). 
sluli<olLul, . (8.37) 
其 中 6 是 与 8, и 无 关 的 常数 . 
ШЕЯ 由 (3.35), 我 们 有 
(L,u, и) = (Том, u) +s (Lu, и) 8 (Тни, и). (8.38) 
利用 内 积 不 等 式 
| | (им, u) |<] Lu]? Вефа (8.39) 
和 条 件 (3.36) 得 到 


íl Lau)?’ + Вв |а] (Lu, ш) >e (Lau, u) 


则 


| >+ ву (Lu, и), (8.40) 
其 中 | [=] los А, BEH e, u 无 关 的 常数 
Ж B<+ уз, 从 而 推 得 
Z Lan + s( Lu, и) = ори, 
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内 此 ， elul <el Lul. 

FREN 2HE. 

# m= 1 的 情况 下 展开 式 (3.4) 从 Sa 这 一 项 开始 , 没 
有 伴随 函数 与 мо 相应 。 


$4 边界 条 件 的 摄 动 


在 这 一 节 我 们 讨论 边界 条 件 有 摄 动 ， 而 微分 算 子 没有 把 
动 的 偏 微分 方程 摄 动 问题 . | 

41 нина БРЕМЯНИНЯКЫ, Г 
是 其 边界 ， 在 DHI 内 给 定 二 阶 椭圆 型 方程 | 


x 
taus ӘУ Ба ( axla) <) 


+b) офи Һа), ЕР (4.1) 


和 边界 条 件 
у, =8В OR 


+ AG)u, = gls), s €T, (4.2) 


其 中 = За» Руа ~ cos(n, а), A(S) 20, ево) ди. AR 
动 项 . 

设 дои =А(з)и,, дли, ==В(3) 2ш. И. 2 ААС 

y u, = душ, дун, = Ф. (4.2) 

摄 动 问题 4.; 在 DHI 内 求 u=u (ay иная 
边界 条 件 (4.2) 

退化 问题 46ls=0)， 在 DHT B PF ид Jr 8 
《4.1) 和 边界 条 件 ， 
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you=60u=A(s)u=9(s), s€ Г (4.3) 


(4 ($) +0). 
我 们 假定 . 1) 问题 А 位 于 谱 上 ， 相 应 的 齐 次 问题 只 有 
(为 简单 起 见 ) 一 个 特征 函数 uo; | 
Loto = 0, Yoto = 0; (4. 4) 


2) WB (4.1), СА) FERIA = A AR ВНЖ 
是 唯一 的 ; 
3) 对 于 摄 动 问题 来 说 有 类 似 于 (3.3) 的 估计 式 : | 
в" ие (| ом] + lyla), (4.5) 
Hh и ЕЖА, | |- 
l| loes | B=] 1, | t=] Irpa (一 般 说 ,* 不 是 加 
数 , 请 参看 [70], [66] , [67] ). 
42 展开 式 的 构造 ”和 $3 一 样 , 求 摄 动 问题 A, 的 解 
u, 为 以 下 的 级 数 形式 | 
и, = Lolo + Conta +70 十 。… 十 бок -di 十 … 十 ep 10 
8 ge о 


+° [uot (01Uw-4 十 cpt0)] +. 
+ e° [us + (боль а. 6а о)] +, | (4.6) 
将 它 代 入 方程 (4.1) 和 边界 条 件 (4.2), 比较 e А А, 
我 们 得 到 确定 u, 的 一 系列 边 值 问题 : 
Louo=0, доо А (в) ио (8) = 0), (4.7,) 


Гай, =0, дем, iom AS) + BG). ~0, (4.7) 


Ташу 10, doup_1-+ дин а A (s) up_it+ B(s) Zia =0, 


(4. 7,1) 
由 此 可 知 ,展开 式 (4.6) 中 的 第 一 项 u 就 是 问题 (4.4) 的 特 
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设 zo ЖИ (4.4) ИАН. 


Го = 0, Уо = 0 (4.8) 
的 特征 函数 ,zo 除 和 常数 因子 外 也 是 唯一 的 . 
由 格林 公式 | 
(Тома, 20) — (из, Lozo) -| да оо u )ar 
+ |> b; cos (ng) uszo dT (4.9) 
推 得 正 交 条 件 ， 
— — дг В (ғ) ди д2 | 
0= fz. а» аг | Ge ааг, (4.10) 


这 是 问题 (4.7:) 关 于 u, 可 解 的 充 要 条 件 ， 如 果 此 条 件 成 立 ， 
我 们 可 以 求 出 u, 作为 问题 (4.73) 的 特 解 ， 

同 理 ,对 于 第 个 问题 (4.7, 1) 我 们 有 正 交 条 件 ， 

0-1,8 аваг | о. ада оз аг, 
(4.11) 

其 中 w-s АЕ 6-1 步 已 定 出 的 函数 ， 条 件 (4.11) 是 
Б (4.7, 1) 367 ui 可 解 的 充 要 条 件 ， 如 果 此 条 件 成 立 ， 
我 们 可 定 出 wc: 作为 问题 (4.71_1) 的 特 解 . 

如 条 件 (4.11) 对 于 i 一 2, 8, …, 五 都 成 立 ， 则 可 全 部 定 
出 Uy, ..., ик. 

DEBE SE м, 6, Ura 

现在 来 定 uo. НЕЛ (4.6), TELOM И £ E 

(4.2), RITA 


| Loto = h, 
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домо- Goð1Up-1= А (8) uo Tae e В (8) ——— на. Lp, (4.12) 


此 问题 可 解 的 条 件 是 : 


дз, 
(в, 2) = 一 | u- dT = во f | 
-fa p(s) 2 аг, (4.13) 


АННАН, 只 须 在 公式 中 将 . 
ча 换 为 we 并 利用 uo 的 边界 条 件 即 可 .因此 对 于 任意 9 利 
bh 可 求 得 系数 co 使 (4.18) 成 立 的 充 要 条 件 BE, co 后 面 的 线 
积分 不 能 为 零 ， 即 


B(s) Una Ozo 
f TO et оо агч), (4.14) 


这 样 ,我们 得 到 类 似 于 (4.411) 的 条 件 , 但 此 时 不 等 于 零 . 这 就 
意味 着 函数 Uo, us, … Ur 组 成 长 度 为 上 的 Jordan 链 ， 这 
些 函 数 是 问题 (4.70) ~ (4.7, i) 的 解 ,而 第 % 十 1 个 问题 , 

2a- 1 


B B(s) ди». -1 дг, Zo q Г 
AG Әр Әр 


Louy=0, до душу 1= A(S) Up t В(8) LL =0 


(4.15) 
已 不 可 解 ， 因 此 , 我 们 称 函 数 U, Ua, =, Ura ERE R о 
关于 边 值 问 题 (4,1)，(4.2) 的 伴随 特征 函数 . 
如 果 条 件 (4.14) 成 立 ， 则 由 (4.18) 求 得 系数 oo 然后 求 2 
uo 作为 问题 (4.12) 的 特 解 . 
假定 已 求 出 o 和 wwG<s 一 1)， 现在 来 求 o, 和 u, ЧЕ 
开 式 (4.6) 代 入 方程 (4. 及 和 边界 条 件 (4.2) д, в" 的 系数 
分 别 为 ， - 
Lou, = 0 | (4.16) ` 
和 和 . 


дима o,6 1 十 … 十 oorz 210100 
十 Soxs 十 C4100 ва овдо 
= A (S) и, оз А (8) чь i+ H Csr (5) чо 


二 BC- 2 1 To.B( Виа дь. 1... 


+ оли B( sy ua д =0. 


BB (4. То) ~ (4. т, ) 的 边界 条件 可 进一步 化 简 为 
А()щ--В(®) 2 а po B( saa 25 а 0, (4.17) 


由 格林 公式 (4.9) R 
B(s) ди,_ 1 22, 
ре 4(S) O, ôv al 
B(s) д: Oxo 
гА($) др д 


这 是 问题 (4. 16)，(4.17) 可 解 的 充 要 条 件 ， WEBE, о, wu 
(ss 一 已 求 得 ,因此 按 条 件 (4.14), 由 (4.18) 可 求 得 ou 再 
Ж и, 作为 问题 (4.16)，(4.17) 的 特 解 ， 从 而 迭代 过 程 得 以 
完全 实现 . 

48 关于 数 龙 的 一 个 定理 和 83 一 样 ， 关于 展开 式 
(4.6) 中 的 大 亦 有 类 似 的 定理 . 

定理 3 车 条 件 (4.5) 成 立 , 则 条 件 (4.11) 和 (4.14) 成 立 
А 9] ё<т 为 止 ， 因 此 Jordan 链 的 长 度 为 上 , 展开 式 (4.6) 
МЕЖ e 的 项 开始 ; 

车 边界 条 件 (4.2) 换 为 


Yu=A() бы, (4.19) 


则 在 类 似 于 (4.11) 和 (4.14) 条 件 下 ， 摄 动 问题 (4.1), (4.19) 
对 于 充分 小 。 可 解 ,并 且 在 边界 条 件 (4.19) 下 对 于 算 子 L, K 
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+0, | аГ=0.. (4.18) 


说 有 如 下 的 估计 式 : 
вые Eul] + yela), (4.20) 
其 中 % 是 任意 一 个 满足 边界 条 件 (4.19) 的 光滑 函数 ,| 15, 
[ жуас (4.55. 
定理 8 的 证 明 与 定理 工 类 似 ， 事 实 上 按 Слободенский"® 
定理 推 得 ， 形 如 


Гош = 0, 4 四 3 | = 一 有 (So in А (8) # 0 


的 齐 次 问题 的 解 w 属于 空间 ИР. AMERI 16 BJ fi 
况 下 逐次 近似 w 的 光滑 度 保持 不 变 ， 所 以 级 数 (4.6) 在 W? 
内 收敛 ， 一 般 地 说 , 在 边界 条 件 (4.2) 下 级 数 (4.6) 是 一 渐 近 
级 数 ， 求 册 其 有 限 项 之 和 , 再 估计 其 余 项 ， 设 


~ _ 601 6011 十 CU Colpa t Бер а 
Un = — — +. ep0 ki š k-10 


+ 89 [wo 十 《61Uw_1 十 … 十 Cpt10)] ++ 
o He” [unt (оны а 55-1 Oneroa 
Е ` Petlas", 
其 中 и, 是 摄 动 问题 (4.1)，(4.2) 的 解 . 

i£ 车 退化 问题 的 齐 次 问题 (4.4) 有 有 限 个 特征 函数 

о(6=1, ++, r), 并 且 有 伴随 特征 函数 链 Ша, "+", Шау 与 每 
一 个 wo 相对 应 ， 则 展开 式 的 形式 与 第 三 章 $ 4(4.68) 相 似 ， 
在 条 件 (4.20) 中 的 有 应 为 : 石 = max А, 
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B pM 


偏 微分 方程 奇异 摄 动 问题 
(退化 问题 位 于 谱 上 ) 


在 第 二 章 我 们 曾 讨 论 过 偏 微分 方程 奇异 报 动 问题 ， 假 
定 退 化 问题 是 唯一 可 解 的 ， 即 退化 问题 没有 零 特 征 值 。 在 此 
情况 下 , 正如 我 们 在 第 三 章 所 指出 的 , 摄 动 算 子 的 阶 数 一 般 地 
高 于 非 摄 动 算 子 , 或 者 , 虽然 它们 的 阶 数 相同 但 类 型 不 同 , 奇 
异 摄 动 问题 的 解 以 , 作为 的 函数 ， 在 s=0 具 有 分 析 奇 
点 。 在 这 一 章 讨论 的 奇异 摄 动 问题 的 主要 特点 是 ， 退化 问题 
位 于 谱 上 , 此 时 摄 动 问题 的 解 w, 作为 8 的 函数 ,在 s 一 0 不 
但 具有 由 于 方程 降 阶 ， 或 者 方程 类 型 改变 失去 部 分 边界 条 件 
所 引起 的 分 析 奇 点 ， 而 且 还 有 由 于 退化 问题 位 于 谱 上 所 引起 
的 代数 奇 点 ， 因 此 构造 这 类 奇异 报 动 问题 解 的 展开 式 要 顾及 
到 这 两 个 方面 , 构造 过 程 要 复杂 得 多 , 在 展开 式 中 将 出 现 特 征 
函数 .伴随 特征 函数 和 伴随 边界 层 函 数 ， 


$1 问题 的 提 法 
. 设 卫 是 访 维 空间 有 界 区 域 ,是 其 边界 ， 在 Di 荆 内 
给 定 微分 算 子 Lo, Та, La; 


L= 2, r r (=) S) b: (æ) 
= s ә? р 
= = 21. да, дж, СС ма (2) =”), „ (1.2) 
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2 tela), (1.1) 


вит, L. 是 四 阶 椭圆 型 算 子 , TR P 
三 阶 的 偏 微分 算 子 . 
摄 动 问题 4; 在 D+ 荆 内 解 四 阶 椭圆 型 方程 第 一 边 值 问 


题 : > 
Г, t= e? Late +8 In tst Lo u, = h(@), (1.3) 
you, =u, [n =0, . (1.4) 
== ди. | = 
Yi u, = др А 0. (1.5) 


退化 问题 Ао. 在 D+ T' KR BRANN Е — 23 (8 
问题 ， 
Lou=h, (1.6) 
you=u|r=0., (1.7) 
我 们 假定 ， 退 化 问题 4.6)、(1.7) 位 于 谱 上 , 即 算 子 
І 在 齐 次 边界 条 件 民 .7) 下 有 零 符 征 值 ,并且 与 (1.6)，(1.7) 
粗 应 的 齐 次 问题 有 一 个 非 零 解 (特征 函数 )zo: 
| Гоно =0, yotto= 0, (1.8) 
假定 , 摄 动 问题 A, 对 于 任意 充分 小 的 。 和 任意 右 端 函数 
h (a) 有 解 存 在 , 并 且 解 是 唯一 的 ; 此 外 , 对 于 算 子 L, 有 如 下 的 
titt: | 
e”juli<O] Lul, (1.9) 
HPI | =] | |=] bb u 是 满足 边界 条 件 代 .全 ， 
(1.5) 的 任意 一 个 光滑 函数 . 
注 1 车 问题 (1.8) 有 有 限 个 特征 函数 ， 则 摄 动 问题 
А, 解 的 渐 近 式 的 构造 可 参看 第 三 章 $ 4 和 第 四 章 $ 3. 
ЖЭ 下 面 的 讨论 可 直接 推广 到 艺 是 2£ 阶 椭圆 型 算 
T, La 是 2( 士 力 阶 李 图 型 算 子 的 情形 . 
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$2 无 伴随 函数 的 情形 


21 工 ,的 第 二 次 分 解 ”我 们 所 讨论 的 摄 动 方程 仁 .3) 

是 四 阶 椭圆 型 方程 ， 退 化 方程 人 .6) 是 二 阶 顶 圆 型 方程 ， 当 

8—0 时 方程 引 .3) 退 化 为 方程 代 .6)， 方 程 阶 数 降低 二 阶 ， 从 

而 由 摄 动 问题 А, 退化 为 问题 4 时 将 失去 一 个 边界 条 件 

(1.5). ТМ u, 的 渐 近 式 , 必须 对 算 子 L, 在 边界 Г 附近 
作 第 二 次 分 解 ,因此 有 

Lv=e [Мою Мо 2 Mawt], (2.1) 

其 中 


— 2+ т дЗ 2 23 р 
Мота, (9) -Fr T @3 (Р) ез 十 ca (Ф) Er (2.2) 


#= р/в. 

我 们 要 求 算 子 М, 的 特征 多 项 式 PNA -DERE A R KR 
КВ —^(Ф). : 
ро(—А(р)) =0, Re(—X(@)) <0, (2.3) 
在 此 情况 下 按 第 二 章 的 代数 条 件 退 化 是 正则 的 . | 

22 展开 式 的 构造 ”现在 我 们 只 讨论 齐 次 问题 (1.8) 有 
一 个 特征 函数 zo， 但 无 伴随 特征 函数 的 情形 ， 类 似 于 第 三 章 
8$ 4， 我 们 求 摄 动 问题 A, 解 w 的 展开 式 为 以 下 形式 (参看 
(4.24)). 


Cou 
u ето 


+ (uot еі Uo) ++. Ба" (Wn + Carito) + +. :十 


6 —. _ 
+ [-0079 4. (00+ 01 V0) ++. + 8" (Un Gnt1 то) +], 


(2.4) 
其 中 о, то 是 边界 层 类 型 函数 ， 
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现在 来 定 出 系数 с: 和 函数 и, Uo, Vi, vo, 为 此 ， 将 表达 
з (2.4) КАУ (1.3) яо (1.4), (1.5). 
Ls и, == (Lote Li+ 8? La) 


x Е Co Uo + (шо- 4 0 Uo) +e -+ E" (Unt Onti uo) 十 * „) 
e 2 (Ma М. +. 


x | 1. 十 (Vo 十 61 т) + 1-6, (2.5) 


ч Е + (0+0: 90) 十 … 十 8 


x [22 + (+o) ||=o, _ (2.6) 
REA 1 
— ди, __ 9 др p Ouo дио ) 
Yi Us = др го є H n др r 
| onf диц дио | 
tete (52 в 0+1 др |) 
Ovo 
0 ot р Ovo ; дт, 
+—( 00 791 ) 
nf 02% Ono | = 
十 … 十 8 ( + оа о |.) 0 


(2.7) 

在 表达 式 (2.4) 中 有 两 类 函数 Ui, Uo 和 t, Vo. 第 一 类 
函数 与 s 无 关 , 第 二 类 函数 是 边界 层 函 数 , 在 代入 方程 (1.3) 
和 边界 条 件 时 ， 我 们 将 算 子 L 的 原来 分 解 (1.3) 作 用 在 第 一 
类 函数 上 ， 将 算 子 L 的 第 二 次 分 解 (2. 二 作用 在 边界 层 函 数 
上 ， 在 方程 (2. 四 中 分 别 就 这 两 类 函数 比较 e+ 的 系数 ， 由 
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@.5)#I (2.6) ВА 
8-1, Louo=0, yo Чо |г=0, (2.8) 
因此 , vo 就 是 齐 次 问题 (LL.8) 的 特征 函数 . 

再 由 (2.5) 的 8 的 第 一 类 函数 , (2.7) 的 8 的 系数 得 
到 确定 第 一 个 边界 层 函数 的 方程 和 边界 条 件 : 


Мото = 0, (2.9) 
дт, дио ү, _ 
= u др ), 0, ` (2.10) 


其 中 是 由 (2.8) 已 确定 的 函数 ， 由 (2.2)，(2.8) 我 们 得 到 
(2.9), (2.10) ЮЖ то; 


其 中 А0) = 5 |, 显然 ，(2.10) 是 边界 层 类 型 函 . 


数 . 

在 (2.5) 中 令 8° 的 第 一 类 天数 项 以 及 (2.6) 中 г 
为 零 , 则 得 到 确定 函数 wo 的 边 值 问题 . 
°, . Lous = бо Ls toth, (2.12) 

“yo (мо-|- 01 Uot Co Vo) = y (Uo + 00 90) = 0, 
或 (由 (2.11)) 
i јо -3 到 
类 似 第 四 章 § 4, 由 格林 公式 
~ (Lotto, zo) — (мо, Гозо) 
-| P: Zo— Чо = )аг-- [> b, cos (па) uo zod T 
(2.14) 


` (2.13) 


е 
г 


WA (2.12), (2.13) n ЕЛЕ, 
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(h— со Lao, Zo) 
--| u Z аг= -of 1 Do 4 „дә ar, 
г 


rÀ др dp 
(2.15) 
JEH zo J& [5] 8 (1.8) ЕЕ e f 
Тото =0, ` 209—0 (2.16) 


HH (2.15) 可知 ,对 于 任意 函数 hh 可 求 得 系数 оо ка. 15) 
成 立 的 充 要 条 件 是 ，oo 的 系数 


M= (Lino, atf, > Sie > dT #0, (2.17) 


若 条 件 (2.17) 成 立 , 则 和 迭代 过 程 可 无 限 延 续 ， 而 且 它 保证 
特征 函数 чо 关于 摄 动 问题 4, 没有 伴随 特征 函数 (关于 伴随 
特征 函数 的 定义 在 下 面 给 出 )， 因 此 , ЖЖ: (2.17) 成 立 ， 则 
出 (2.15) 求 得 oo: 


250, Zo), (2.18) 


然后 求 w 作为 问题 (2.12)，(2.18) 的 特 解 ， 我 们 要 求 它 满足 
附加 条 件 ; 


(мо, uo) =0. (2.19) 
ЖЕ (2.5) 5 s 二 的 边界 层 系 数 以 及 (2.7) 中 8 的 系数 
HE, 则 得 到 确定 vo 的 边 值 问题 ; 
Mo vo = — со М: vo, (2.20) 
2% | __ дщ | 
Öt leo бр |r f (2.21) 


(на. 10), an + 2 =-0), 其 中 Do, uo, Co 先前 都 已 


ЖЕ. 方程 2.20) 右 端 的 Myo 有 以 下 形式 ;、 
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Муло= (4,0) +t Bo (g))8 138 (2.225 
(Т М, 的 形式 请 参看 第 二 章 )。 利用 常数 变易 法 可 求 得 间 
题 (2.20), (2.21) 如 下 形式 的 解 ， 
Аф). x 5 — aE 
оо ре + (Fop) + L Bo (p) ) T”, 
(2.23) 
因此 ， 我 们 依次 解 问题 2.8), (2.9), (2.10) 9 (2.12), 
《2.13) 即 能 求 得 vo, то 和 wo, 并且 在 条 件 (2.17) 下 求 得 系数 
Со. . 
假定 我 们 已 求 得 系数 60; 和 函数 u, (бст 1), 现存 来 
ЗК Cn 和 Un, Vn. 
在 (2.5) 中 令 e" 的 第 一 类 函数 项 为 零 ,在 (2.6) 中 令 e* 的 
系数 为 零 ,并 利用 (2.8), 则 得 到 确定 w, 的 方程 和 边界 条 件 ， 
Lou,= — Га (иы 1+ Cn Uo) — La (n-a t Cn-1 %0), (2.24) 
f Уо Ча = — Yo (Vn-1 t Cn Vo). — (2.25) 
同 理 ， 由 格林 公式 (2.14)， 在 其 中 将 w 换 为 ww，Zox 换 
Я Loun, 则 得 到 问题 (2.24)，(2.25) 的 可 解 性 条 件 ，; 
— (La (Unit Cn Uo) + Г (и, 3 十 cn ао), 20) 


= azo 
|, Un др dI 


` - дго | 1 ди, дг, 
f oo 


(2.36) 
由 条 件 (2.26) 和 (2.17) 求 得 6，: 


一 1 _ 
©, = 3” | (Li tn-1+ La Ила Cni Lao, Zo ) 


+Í, 1 e аг]. (2.27) 
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ЖЖ и, 作为 问题 (2.24)，(2.25) 的 特 解 ， 要 求 它 满足 附加 条 
Pa | 
(un, uo) = 0, (2.28) 
# (2.5) 1 2 =" 的 边界 层 系数 为 零 ,在 (2.7) 中 令 se" 的 
系数 为 零 , 则 得 到 确定 x, 的 方程 和 边界 条 件 ， 
Мот, = — М. (әл 4-0, то) —---— M, vot ei vo) 


— Ма. 1 (ео To), (2.29) 
дт, ` Oun ` о š 

n oi —— n 2, 
Of ‘120 др r° (2.30) 


从 而 求 得 Va: 


Vs =p, (t, ф)в = p, (£, p) в (2.31) 
其 中 р», ДЖЕМ, 所 以 o, 是 边界 层 类 型 函数 . | 
因此 , 若 摄 动 问题 A 的 人 参数 (方程 系数 ， 右 端 函数 ， 区 域 
边界 ) 充 分 光滑 , MERLET ERES, 
关于 余 项 估计 以 及 条 件 (1.9) 中 的 т 和 展开 式 (2.4) 之 
间 的 关系 我 们 将 在 下 面 一 般 情 形 里 一 道 进行 讨论 . 


$3 具有 伴随 函数 的 情形 


31 展开 式 的 构造 假定 条 件 (2.17) 不 成 立 , 在 此 情况 
下 求 摄 动 问题 4。 的 解 u, 的 展开 式 为 以 下 形式 ， 
и, = ooo + Co оц 十 … 十 Cotia totoe uo 

+ [uo + (cr 十 … 十 or&o)] +> 

ам, СЕСТРЕ ЕА 10)] 

... Co vo Co 01-61 Фо ... бо Vri t Ср 1 Vo 

+ +e[ осал + Ч 
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— V Ae 3 


+ [wot (or Vr- t +C] Heee 
etos (Cora Beat он а) H} (3.1) 


(参看 第 四 章 § 3(3.4))， 它 与 第 四 章 § 3(3.4 的 不 同 就 在 于 
增加 了 边界 层 校 正 项 。 因此 在 展开 式 中 也 含有 两 类 函数 ， 即 
与 8 无 关 的 и, щ 和 边界 层 函 数 v, v. 

将 (3.) 代 入 方程 性 .3) 和 边界 条 件 (1.4)，(L. 国 亦 有 类 
И (2.5), (2.6), (2.7) 778. | 


L,u,== (То +e Lyte? L д [2+ dotat esto 


Сор 04-6; U 
++ бота олло 


+ [+ (оак xi 十 …… 十 cepzo)] 
Feet e" и, (наи а. + би» Vo)] +) 
+e (Mote Ма---.) 


Ci 
x s {a o Vo 十 co V1 + Cr vo 
er E 


Co Vr +... Cri 2, 
+... бо Фа -Н Cx_1 Vo 
Е 


+ [vot (012, 2+ -++ Cr D0)] 
Feet e’ [о (C41 аъ 2 оь 00) ] +. =k, 


(8.2) 
You, =y | ie Co Wo бобы оао ао Mo 
+.. мы — 省 -0 А 
_ (8.3) 
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Quo | 


ас 


А дио А Ua 
ди 0 др г 0 P r 
=M =d “C r+ 
у: t, == др г | в 


一 工 


pre [et (oo a 
Je] 
Ovo 


= _ 
бо Эр бо = +C |, 
+{— + 


дт, 


г 


十 … 十 Orts e 
p 


IE 
pt (esa 2 


бт В] +. 50, (3.4) 
和 $2 一 样 , 在 方程 (8.2) 中 分 别 就 两 类 函数 比较 8 SEP 
系数 以 得 到 确定 系数 o, 和 函数 u, u, G, vi 的 方程 ， 再 在 方 
18 (3.3), (8.4) е s 同 宕 项 系数 为 零 以 得 到 相应 的 边界 
条 件 . 
关于 uo 我们 有 下 面 的 边 值 问题 . 
87", Louo=0, yuo=0, (8.5) 
因此 展开 式 (3. 了 中 的 uo ЖЕНИ (1.8) 017 +E 2 №. 
关于 Vo( 与 mo 相应 ) 我 们 有 


+e ter [L 


r 


++ Orts 


70D, M =0, (8.6) 
ё) ёа 
88 lo = Dp n° (8.7) 
Do 同样 是 边界 层 函 数 ( 参 看 (2.11))， 
为 了 确定 URIE 
8-%-2; TLouy= — Гл, (3.8) 
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yo t= — Yo vo. (3. 9) 
方程 (3.8) 是 非 齐 次 方程 ， 右 端 是 已 知 函数 ， 此 问题 可 解 的 条 
件 是 : 
一 (DT w=- A = аг- fp 5 z Z аг 


1 ёи, а 
=| —— L 0 .10 
|, здеу 2-90-41. (8.10) 
若 条 件 (3.10) 成 立 ， 则 求 РЕЗ р (3.8), (3.9) В 
ЖЖ. 

再 由 (3.2) 和 (3. 艰 得 到 确定 v1 的 边 值 问题 . 
e, у Мот = — Mvo, , (8.11) 
n h 0 2. 22 г" (8.19) 


从 而 可 求 得 5 v, 它 也 是 边界 层 函 数 . 
这 样 , 我 们 确定 了 函数 uo, Vo, wa Mv. BERNER 
u, wji, 1<)<0—1), ME h (8.2), (8.8) ЖЖ 
ш, H(8.2), (3.4) ЖЖ v. 


关于 u; 我 们 有 
в-%-0; Lo u = — Га шуа La Wj-s, (3.13) 
you; = — Yoji. | (3.14) 
此 问题 可 解 的 充 要 条 件 是 ， 


— (L: u;-1-- Тира, ғо) 


=Í а, г аг- f aa = dr, (8.15) 
假定 此 条 件 成 立 ， 我 们 求 u, 作为 问题 (3.18), (3.14) 的 
特 解 . 
关于 y 我 们 有 
Моту — Муту i— + – Му, (3.16) 
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DT Dot (8.17) 
9$ |1=0 ` др | | 
利用 常数 变易 法 解 出 ， 它 也 是 边界 层 函 数 (参看 (2.23)). 
如 此 , 我 们 可 完全 求 出 uo, Vo, Ya, 01, =, Uri e-r 
现在 来 求 w， 由 (3.2) 和 (3.8) 得 到 


89, То (шо + (01 9-34": +в, 0) 
- La (бомь t +++ + Cr-1 U0) f 
+ 15 (сока -* быв) =A, (8.18) 
Yo (o + CoV-1) =0 (3.19) 
或 uo |r= — бо ба г. 


因为 мо, ил, e, Una DIRENE (3.5), (3.8) 和 (8.13), 
所 以 方程 (8.18) 可 改写 为 
Lous = — Со (Та Ug-1+ La а) +h, (3.20) 


问题 (3.20)，(3.19) 的 可 解 条 件 是 : 
一 一 . 一 Dzo 
(№ -— во (Гл ть -di 十 也 sw) ，zo) 一 00 ], Vki др аг. 
(3.21) ` 
НИ, ГРЕЕ h ТЖ со 的 使 (3.21) 成 立 充 要 条 件 是 eo 
的 系数 不 为 零 . 


= (Lyi Up- 1t Lauro, 20) + Ef Dp_1 


o T +0, 


(3.22) 
其 中 zo УЖЕЛИ (2.16) K. ЖЕ (8.22) 成 
立 ， 则 由 (8.21) 可 求 得 系数 co 然后 求 uo 作为 问题 (3.20)， 
(3.19) 的 特 解 . . 
关于 函数 wo 由 方程 (3.2) 和 (38.4 得 到 
81, Molvot (оа ока Ok Do)] 
HMalto trit -H Cr %) 十:… 十 人 Mico Do 一 0，(3.28) 
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ar |9 | -0 3.24 
‘Ət ir др г ° ( ) 


T To 5, =s Dead E (8.6), (8.16), Ян 
(8.23) 可 改写 为 l 
| Mo vo= —00 M1 brat- Му). (8.25) 

Я НИХ (3.25), (3.24) 即 求 得 oo, ЗЕД Е. 

显然 , 若 条 件 (3.22) 成 立 并 且 摄 动 问题 A, 的 参数 充分 光 
滑 , 则 可 逐次 确定 所 有 o и, 和 w. 

应 指出 ,函数 %, w REAR T W 8 邻 域内 有 定义 , 和 以 
前 一 样 还 必须 将 它们 乘 上 平滑 函数 由 (p); D $) = 0 
(e>1); 3) (в) =1(0<<2.), ME фм фр. 为 书 
写 简 单 起 见 , 乘 了 平滑 函数 以 后 的 w, о BERK W M. 

32 伴随 特征 函数 和 伴随 边界 层 函 数 ”根据 以 上 讨论 ， 
我 人 知道， 函数 Üo ua o, Ura 分 别 是 问题 (8.5); (8.8), 
(3.9) 和 (3.13), (3.14) 的 解 : 


Loio=0, “youo=0, (3.5) 
Lots — Li Go, | (3.8) 

Уо uy = — yo Vo; (8.9) 

_ Lou,= — Laupa Latya (3.18) 
Yo = — yoda (3.14) 


(1=1, 2, =, k—i, Li=0), 
ЈР ЖК 00, 01, ++, орз ЗЕ ЈА (3.6), (3.7); (3.11), 
(3.12); (3.16), (3.17) RHE. 


Моъь=0, (3.6) 

до — д |. a 
ôt lo др Im 8BD 
Mov = — Mivo, | :+ (8.11) 


2 __ ai|， (3.12). 


ôt о => др Ir 

Mov; = – Мута: —M; vo, (3.16) 
дв; -en (3.17). 
ðt [+= др |г . 


. (j=1, 2, =, k—1). ` 
这 些 函 数 存 在 的 充 要 条 件 是 ,条 件 (3.10)，(3.15)， (3.22) 应 
成 立 ， 类 似 于 第 三 章 § 4， 我 们 称 函 数 三 ,…, ira DHEA 
数 B, ХР (1.3), (1.4), (1.5) ВА ЕВЕ Е ВА В, FR. 
函数 00, Di, ooe, Ora 为 特征 函数 如 关于 摄 动 问题 (1.3)， 
(1.4), (1.5) ВЕЛНЕ. 

33 余 项 估计 在 级 数 (3.1) 中 我们 取 有 限 项 和 |， 


А С, uo С, Upit + Cr—1 uo 
а р a 


+ [uo (еі Uri t во) 
4e + 6978 [ин + (cn- Uga +, Wp-2)] 
十 gni Ги 3-е 0-1] + а" Un 
+e => ++ +n l. ' (8.26) 


在 此 有 限 项 和 中 只 包含 系数 oo 到 e, 为 于, B ú, E Ent L. 
次 迭代 以 后 所 得 到 的 结果 ， 此 时 伴随 特征 函数 和 伴随 边界 层 
函数 都 已 求 得 ， 
现在 我 们 在 ú, 中 再 加 进 边界 层 函 数 s"+a 和 sx 和 函数 в" 
9, 8" алд; | 
Ün = + в" Qn "+2 (Onir On+1), (8.27) 
其 中 Dari 由 下 面 边 值 问 题 确定 ， 
| Monit М, Va М (0, io, De) + =0, (3.28), 
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a њо TO (8.29) 
而 函数 os 和 аьа: 满足 关系 式 : 
да) 0, (ato) leo=0; (8.80) 
р [2-0 
-| 0, (анны) 1,0—0. (8.81) . 
TERRE, 0, НИЕ DG. .5), 
Yo == t, | r = 0, (8.82) 
yi == r. „20, (3.33) 
并 且 
Toiin—ht 8" gn (@, в), (8.34) 
其 中 
p= aw Lu а MiB aP Мо ла, 
+e Loantit t 8 Lodaya). . (8.35) 


从 函数 wo, ш, +, wo 0u 0e WERB, ЖАЄ 
WED), МщЕ И’? (0) (参看 第 四 章 82 (2.4)), wE 
Wy* (D), wc WEP (БСВ, [69]). 

因此 , 粗略 地 说 ， RME Un E Wp 2@- (D), On, Vn € 
WD (р), ана, E. EWED), MAWAR, 


Є рубои (р) = (3.36) 
(L, wsaE W° (D>), 并 且 
| 9» lo, „56 lAl 2n+4, p3 (8. 87) 


其 中 。 与 a, 无关 ， 是 一 常数 对 于 Hgj。* 亦 有 类 似 的 佑 
Ў. ATEA REWE (D W | 
_ 9-00. (3.38) 
Ф | 
Za = Vs 一 Un, (2.39) 


` w. * 


W 2, Е РТ ЕР. 


Ls Zn = — gnti (<, =), (3.40) 
„| = дг, | =0, (8.41) 
г др (г 


于 是 ,根据 (3.37) 和 估计 式 (1.9) 得 到 
в" св" | 9,| ОС) в" 
К | 
| [а — inla = [žali оз в, (8.42) 
以 上 我 们 在 级 数 (8. 了) 中 取 一 特殊 有 限 项 和 и, 作 出 了 佑 
计 式 (3.42)， MEERA PRN s 项 ( 取 到 в" MNE) 
部 分 和 | 


Co U, Co Up- tH "+ Crit 
и, = ое... о Uki k-1 %0 


& 
十 [о (о: 14 -+ Ck uo] 
ае [tat (саата а Ночью) 


Co Vo f Co Dwp_1 十 *… 十 Gk_1 Vo 
+8 ото... — n 
8 + $ 


+ [vo (ea кН ор vo] 
Heper! [vst (Cs 06-24 -**-Ронь-1 0) }. 
(3.43) 
我 们 来 估计 ju 一 wm, 中 ， 在 估计 式 (3.42) 中 令 n=s+m 3E f 
| 1: 换 为 | i=l los WA | 
lu,— a | оз 89+, (3.44) 
ТНЯПЕШИ, НАС. 9) М m:m>k, 其 中 天 是 
Jordan 链 uo, ша, o, пъ 1 的 长 度 . 从 而 推 得 , w,。 的 表达 式 


《3.43) 是 作为 入 +m 的 项 包含 在 Usim 中 、 在 和 tm 中 的 其 余 


项 , 即 表达 式 
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TT 6 
+ 


3 
і 


Пат Ue = 8 ил e] Heee t onte] 
(3.45). 
的 项 在 1,00) О(е"+) уа, В, 由 (3.44) 得 到 
а 1а б + [бани tinal 
«е Ss+l 十 Ca estt gattt, 
Bj 
fets — tte, | < 90° +1, (3.46). 
ЖФ 1 1=1 010,5. | 

由 (3.46) 可 知 , 级 数 (3.1) 是 一 浙 近 级 数 . 

ЖІ 车 齐 次 问题 (1.8) 有 有 限 个 线性 无 关 特 征 函 数 . 
Wao, Mao, °, Vo， 则 讨论 并 无 实质 性 不 同 。 此 时 对 应 于 每 一 
个 特征 函数 都 有 一 个 伴随 特征 函数 链 ， ua, Wa, +, 
Wm (4—1, 2,…,?)， 而 级 数 (8. 了 类似 于 第 三 章 $4 
(4.45), 所 不 同 的 是 , 必须 增加 边界 层 校 正 项 . 

根据 以 上 讨论 ， 关 于 摄 动 问题 (1.8)，(i. 人 多，(1. 外 我们 
得 到 如 下 的 论断 ; 

定理 1 车 摄 动 问题 (4.3), (1.4), (1.5) 对 于 任意 充分 
小 的 s 关 0 和 任意 右 端 函 数 A) 唯一 可 解 ， 方 程 (1.3) 的 系 
数 , 右 端 和 区 域 边界 充分 光滑 ， 对 于 某 数 吧 有 估计 式 代 .9) 成 
立 ; 此 外 , 退化 问题 (1.6), (1.7) 位 于 谱 上 ,并且 相 应 的 齐 次 间 
题 (1.8) 只 有 一 个 特征 函数 vo W ПНС.) (1.4), 
(1.5) 6988 u, S BOB J PE SC (8.1), НЧ ил, ма, …, Uri É 
特征 函数 uo ЭСА (1.3), (1.4), (L.D) ERER 
而 vo, D1 `". 2-1 是 伴随 边界 层 函 数 ; 2) 系数 4 和 函数 必 
v: НАЗ 08.21), ја (3.20), (3.19); (8.25), (3.24) 确定 ; 
3) KIN и, — s,s 有 估计 式 (3.46). 

注 2 在 范 数 | |, 意义 下 亦 有 类 似 于 (8.46) 的 估计 


34 关于 展开 式 (3.1) 中 天 和 估计 式 代 .9) 中 ?1 之 间 的 
关系 

定理 2 若 条 件 (1.9) 成 立 , 则 条 件 (3.15),(3.22) 成 立 
只 到 <m ЖЕ, 因此 Jordan Е, to, из, .”., Una 的 长 度 等 
УВ ERARAGCG. DARA (<от) 21938. 

证 明 利用 反 证 法 .假定 条 件 (3.15)，(3.22) 直 到 h> 
т 都 成 立 ， 此 时 我 们 可 以 构造 w 的 伴随 特征 函数 链 ， 友 ， 
-e Un~ 和 伴随 边界 层 函 数 链 . vo, Vi, °" Фи, -1, 这 些 函 数 
是 问题 (3.5); (8.8), (8.9); (8.18)，(3.14) 和 问题 (3.6)， 
(3.7); (8.11), (3.12); (8.16), (3.17) (k=), 

现 构 造 辅助 函数 

š, mietet natio 


+е[-%-+... ачса 


+ (Dh, 1 Dnat +50) + ах, |, (8.47) 
其 中 如 是 下 面 问题 的 解 ， 
Моб = — M1 Vp-1—*…— Му 50, (3.48) 
Ə%, _ 
za] -0, (3.49) 


Й? а 1, о, 是 满足 下 面条 件 的 任意 充分 光滑 的 函数 : 


2 _ _ 一 
Z= „=0, (n-i о-о л) г=0, (3.50) 


до, 
да іг 


=0, (Tnt an + На 00) [2=0, 


(3.51) 
函数 全 和 Ç 通常 都 应 乘 上 平滑 函数 Y (e), BERTHA 
ЗК AER о, 2 (308 Ç, Dr 3228. 
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RREA u, 0, а 的 构造 (参看 (3.5) ~ (8.16), (3.17)》 
得 到 


L, š, =g(@, 8), 191=00), (3.52) 
й. |г=0, (8.58) 

24, 
r „70. (3.54). 


9—78, Е: 9) Жак (3.47) 36 A JJ BJ eR 


们 有 О(г"-%у = в" | 4, | <ol L, š, | ° 


т<. ВХ (3.52) 8. МИ, «т, 
定理 3 若 条 件 (1.9) 成 立 ， 并 且 Jordan 链 的 长 度 < 
т, WXEL., (1.4), (1.5) и, ЖИ 
(1.9) 可 换 为 以 下 形式 ， 
[ul <- (3.55) 


其 中 。 依赖 于 es， 但 关于 е 是 一 有 界 量 . 
ЧЕН. 因为 条 件 坟 .9 成 立 , 并 且 摄 动 问题 4. 的 参数 充 
分 光滑 , 所 以 摄 动 问题 4, 有 解 w(z),， 并 且 解 是 唯一 的 ， 按 -， 
AR (3.27) 018 М Жи, (s=m<—k). ЖЖ (3.34) M 
(38.87) 我 们 有 
І, й, etig (z, 8)+h(w), (3.56) 
其 中 lg, в) [=0@). AAT, 按 估 计 式 (3.42) 
м, — из «оз e5712 (3.57) 
(为 简单 起 见 , 这 里 取 | j=l i=] loo). ЖЖ 0, 的 构 
造 ( 人 参看 43.27) 和 《8.26)) 我 们 有 。 


Leto | 十 .十 | Co Uni е uo | 


[8,1 < 
+ ==: [H оба Нова 
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十 je 十 … 十 soo 十 … 和 上. (3.58) 

碍 不 等 式 (3.57) 和 (3.58) 推 出 

| 和 = ео ети 01 4 вте] 

em oeti mtrer :oe t=0() (s=m— k), 

从 而 得 到 估计 式 (3.55)， . 

35 条 件 (1.9) 成 立 的 一 个 充分 条 件 (m 一 2) 

定理 和 设 函 数 入 是 满足 边界 条 件 (1.4), (1.5) 的 光滑 
ЖЖ. ЖИТ Ze 和 Li 关于 函数 入 是 正 的 : 


(Lou, и) 0, (Lyu, W>0 (3.59) 
并 且 算 子 La 关于 函数 是 正定 的 ; 
风 (Lau, и) 2>е?|ш|?, (3.60) 
I . 
srlul<y| Lul, (3.61) 
其 中 y 是 与 a 和 无 关 的 常数 . 


定理 4 的 证 明 与 第 四 章 § 3 定理 2 的 证 明 类 似 , В. 
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жб = 
线性 椭圆 型 微分 算 子 特征 值 
和 特征 函数 的 摄 动 问题 


在 第 三 章 中 我 们 曾 讨论 过 和 抢 阵 特征 值 和 特征 向 量 的 摄 动 
HE, 主要 讨论 退化 问题 有 零 特征 值 情形 。 根据 对 应 于 零 特 
征 值 的 特征 向 量 和 伴随 特征 向 量 的 Jordan 链 的 不 同 结构 构 
造 了 特征 值 和 特征 向 量 的 渐 近 展开 式 、 现 将 这 些 结 果 推 广 到 
线性 燃 图 型 微分 算 子 上 来 ， 考虑 摄 动 算 子 与 退化 算 子 同 阶 情 
形 和 摄 动 算 子 的 阶 数 高 于 退化 算 子 的 情形 ， 


51 与 退化 算 子 同 阶 的 摄 动 算 子 的 特征 值 问题 


11 特征 值 问题 为 简单 起 见 ,我 们 考 虐 二 阶 椭圆 型 算 
子 (一 般 讲 , ЖЕНАМИ) 


#=1 Ol; 
О О G.D) 
相应 的 边界 条 件 为 
ujr=0, (1.2) 
其 中 卫 是 所 讨论 的 区 域 的 边界 . 
ВИТ L X 
L,= Lote L, (1.3) 


— 229 — 


其 中 六 是 二 阶 算 子 ，s>0, 是 小 参数 . Ш s 充分 小 时 Г, 在 同 
样 边界 条 件 志 .2 下 仍然 是 粒 圆 型 算 子 . 
” 摄 动 算 子 L, 的 特征 值 问题 是 ， 求 使 得 齐 次 边 值 问 
题 
L, Vs = Ns Vs, (1.4) 
4, [г=0 (1.5) 
有 非 零 解 v. м RAAT Г, КЕМЕК, о, 称 为 与 x 相应 的 
特征 函数 . 


退化 算 子 Lo 的 特征 值 问题 是 : 
Гомо = № tto, (1.6) 
ш|г=0, (1.7) 


其 中 和 ‰ 是 算 子 Lo 的 特征 值 , чо зе 0 Jb: УЛ Н У BJ Е 4 
#. 

我 们 主要 讨论 №=0 的 情形 . 

12 伴随 特征 函数 和 Jordani RAR u 是 对 应 于 
№=0 的 特征 函数 , Вр 


Lowuo=0, (1.8) 
wolr=0, (1.7) 

类 似 地 , 若 问题 
Гощ= тщз, ulr=0 (1.9) 


(2=1, 2, ..., п—1) 
有 和 解 Ua, Ua, o, и. 1, 而 问题 
Lou=un-s, и|г=0 (1.10) 
不 可 解 , 则 称 函数 uo, оа, …, и JÉ JÑ K FEE Эу m BJ Jordan 
链 , 而 函数 402—1, 2, e, n—1) ЖЖ Е М 3 uo НУ 
KI ç ЕЕ АЖ. 
我 们 只 限于 考 虞 与 ~0 相 应 的 Jordan 链 具有 一 条 
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to, ta, °°, Una 的 情形 ， 对 于 存在 若干 个 Jordan 链 的 一 般 
情形 其 处 理 方法 与 代数 情形 相似 , 请 参看 [四 的 附录 工 

13 渐 近 展开 式 的 构造 ”我 们 求 算 子 怀 当 s->0 而 趋 
于 零 的 特征 值 x 和 相应 特征 函数 o, 的 展开 式 为 ， 


А, ef) eF eee, (1.11) 
Vs 二 Vo 十 e7 v+ а" Qe (1.12) 
将 过 .11), ал (1.4) (1.5), А е КРЕМ, 并 令 


"НЕЕ, 则 得 到 一 系列 二 阶 梢 圆 型 微 分 方程 边 值 问 
题 ， 
То =0, volr=0, (1.13) 
Lous =b, w |r=0 (k=1, 2, e), (1.14) 
Suoy (0<k<n), 
b,=4 (1.15) 
21% тру Рав (#>п) 


《参看 第 三 章 85), 
边 值 问题 (I.13) 表 明 , 其 非 零 解 vo 除 相差 一 个 常数 因子 
外 就 是 退化 算 子 Lo 与 ==0 相应 的 特征 函数 wo， 令 vo 一 wu， 
”我 们 知道 ， 特 征 值 问题 防 .6)，(1.7) 的 零 特 征 值 也 是 共 
ЗТ Го 的 特征 值 . 设 与 Xo=0 相应 的 特征 函数 为 so, 我们 
有 
TLózo=0, zo|n=0. (1.16) 
20 除 常数 因子 外 是 唯一 的 . 
和 第 三 章 85 一 样 (参看 那里 的 (5.50) 和 (5.51))， 由 于 
НЕЕ п В Jordan 链 : 
(to, t= Ви, +, Ui= Btw), (B= 15) 


并 且 (Bu, з) =0 (p<n), 


而 (Br Wo, 20) = 0, 
Ер | 
(wz Zo) = 0, (1 ` 17) 
我 们 可 以 标准 化 zo 使 得 
(Bluo, zo) = (ива, 20) =1, (1.18) 


其 中 и, 是 最 高 阶 的 伴随 特征 函数 (参看 公式 (4.10))， 
边 值 问题 (1.14) 的 可 解 条 件 是 ， 


(, во = [Í bo de6=0, ` (1.19) 
`D 


H+ D паня, Гани. 
重复 第 三 章 85 中 (5.52)~(5.88) 的 讨论 , 假定 
(Lawo, 0) 0 (条 件 D, (1.20). 
我 们 得 到 
和 好 一 5 一 (Zoo，20)， (1.21) 

KEA в АНИ FS PEB м. 固定 其 中 的 一 个 ， 从而: 
求 得 . 

bi= № 06 = №, í = Bb. (1.22). 
迭代 过 程 延 续 进 行 , RITI 16 № 和 如 (有 =1 2, e, 
其 过 程 与 第 三 章 $ 5 的 代数 情形 无 其 差异 , 不 再 重复 叙述 , 但. 
对 于 微分 算 子 情形 应 研究 函数 ww 的 可 微 性 , 这 是 与 代数 情形 
РНС. Я», 是 由 边 值 问 题 民 .14;) 所 确定 ， 如 果 
Vo 一 VoE 7, IR Z K H E K be WA T In 这 就 是 说 
% € W; (SA [68] MENE $ 2 公式 (2.4) 和 (2.5))。 因 此 
迭代 过 程 能 够 完全 实现 . 
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$2 小 参数 在 高 阶 导数 项 的 摄 动 . 
算 子 的 特征 值 问题 


21 特征 值 问题 REISAT 五 为 
L,= Lo+s Li+ 82 Го, (2.1) 


为 简单 起 见 , 假定 Г, 是 四 阶 椭圆 型 算 子 ， Ly 是 不 高 于 三 阶 的 
HT, La 是 二 阶 椭圆 型 算 子 (参看 第 五 音 $ 15. 


摄 动 算 子 Le 的 特征 值 问题 是 ， 求 % 使 得 齐 次 边 值 问题 


Ls Us = Ms i, | (2.2) 
„ди, 
А u |г=0, “n n 0, (2.8) 


HERM u, 其 中 % 是 边界 的 法 线 方 向 ,和 ‰ 称 为 算 子 
Ln 的 特征 值 , u, 称 为 与 % 相应 的 特征 函数 . 


问题 (2.2)，(2.3) 和 (1.4), (1.5) ЖА. Нл 


数 8 在 高 阶 导 数 项 ， 当 e=0 时 算 子 L, 退化 为 低 阶 算 子 Lo, 


-此 时 退化 算 子 Lo 的 特征 值 问 题 是 ; 
То to >= Ào tto, (2.4) 
%| г=0, (2.5) 


其 中 № 是 算 子 Lo 的 特征 值 , ve 关 0 是 与 jx 相应 的 特征 函 Ç 
- 数 、 因 此 摄 动 算 子 降 阶 后 要 失去 边界 条 件 (2.3) 中 的 第 二 个 


边界 条 件 ， 此 外 , 如 果 我 们 还 考虑 (2. 分 ，(2.5) 的 零 特 征 值 


情形 ， 册 必须 将 8 工 的 构造 方法 和 第 二 章 所 述 的 方法 结合 起 


来 , 才能 正确 地 得 到 特征 值 问题 (2.27 和 (2.3) 的 解 AC «> 


0 而 趋 于 零 的 特征 值 ) 和 如 的 渐 近 展开 式 ， 为 此 我 们 假定 , ВЕ 


动 算 子 L, 退化 为 算 子 Lo 时 满足 正则 过 化 的 代数 条 件 ， 即 在 


HTF 工 的 第 二 次 分 解 
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Г, =€ 3 Mote М. + 8 М. ---) (2.6): 
中 算 子 Mo 的 特征 多 项 式 恰 有 一 根 一 ^(p) (КоЛ(р)>0), Ж. 
+ Wo 的 表达 式 见 第 五 章 $ 22.2), ) 
为 简单 起 见 , 我们 假定 与 =0 相应 的 Jordan 链 只 有 一 - 
条 ， 其 长 度 为 m, (to, 1, et, М1) (28 (1.9), (1.10)). 
22“ 渐 近 展开 式 的 构造 ”根据 以 上 假定 ， 算 子 W 
当 2—20 而 趋 于 零 的 % 个 特征 值 % 的 渐 近 展开 式 仍 和 $1 一 - 
样 , 有 以 下 形式 : . , 
№ = №8" А8": (2.7): 
而 相应 的 ЕН и, 的 展开 式 应 有 以 下 形式 ， 
и, wo es vt в" 03 十 … pe" VE 
+e e Cwt e” шу + s" Wate 8" urte), 
(2.8) 
即 有 两 个 和 式 , 在 第 二 个 和 式 中 wr 是 边界 层 类 弄 函 数 . 
为 了 确定 函数 о Mw (4-0, 1，…)， 我 们 利用 算 子 L, 
的 原来 的 展开 式 (2.1) 和 它 的 第 二 次 分 解 (2.6). 将 (2.8) №. 
入 方程 (2.2) 和 边界 条 件 《(2.3), RITA 
0= L, Us — Àe us 
= (Lot e Lite La — (давай...) T) 
x (vot e" wt er va-t ee) 
+e Mote Mite) — (вм) 
xe(wt ew + er uwt), (2.9) 
0= wlr= (vt a” wit ef vote) |r 
+8(0%+ в" wit 8" 103 十 …) [i=0, (2.10> 
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ди, | _ Ə + š ~) 
0=— = (vte vte Va 十 r 


д 1 š ... | 2.11 
+2 (ws w + 8” qpa + ) (2.11) 


uh р/в, отт, -=e #E(2.9), (2.10) 和 (2.11) 
中 合并 МИ, АЖ, 则 可 得 到 确定 w 和 a, 


的 一 系列 边 值 问题 。 在 (2.9) 和 (2.10) 中 令 e 的 系数 为 零 ， 
则 有 


Гот = 0, volr=0, (2.12) 
因此 о 就 是 特征 函数 ， 在 (2.9) 中 令 6 了 的 系数 为 零 ， 则 有 
- Mozo = 0, (2.13) 
在 (2.11) 中 令 8° BJ 8830958, 则 有 
Owo Ovo 
Ət (а-о + Фп 27% 
即 А 2 
W vo - 
Di 10 ^^ бт | (2.14) 


其 中 vo JÉ Hi (2.12) 已 确定 的 函数 ， 解 边 值 问题 (2.13)， 
《2.14) 可 求 得 wo， 根据 正则 退化 的 假定 , wo 是 边界 层 类 型 
函数 (人 参看 第 五 章 $ 2(2.9) ~ (2.11)). 

假定 我 们 已 求 得 办 和 mr 人 (< 人力。 对 于 水 由 (2.9) 我 们 
得 到 方程 | 
Lon; =, (2.15) 


其 中 , 
2) № (F<n), 
1 
6—1 DM Oa Тату, j<), _ (2.16) 
i= 
i 
È меч La Vjen — La Van G>2N), 
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当 j<n 时 ,由 (2.10)， 方 程 (2.15) 的 边界 条 件 是 : 


vi|r=0. (2.17). 
4 j=n+k (&>0) 8}, H (2.10), ДЖ. 
Фик | p= — Wr] 1-0. (2.18) 
所 以 当 j<n 时 得 到 确定 wv 的 边 值 问题 . 
Lo > ма (2.157) 
5|.=0. (2.17) 
4 n<j<2n fll ]>2п 时 分 别 得 到 确定 о, 的 边 值 问题 ; 
Lo „=> меа Гао, (2.15”) 
рану (2.18) 


和 边 值 问题 . 
Lo v= > № 人 一 一 Г; Vj-n— Га 27~3n) (2 .15””) 


Vanir r= 0, | оо (#20). (2.18”) 
应 指出 , 在 (2.16) 中 所 有 X 都 是 尚未 确定 的 数 . 
z j<n 时 边 值 问题 (3.15)，(2.17) 的 可 解 条 件 和 第 三 
章 85 情 形 一 样 , 仍 为 = 
(5, 2) =0, (2.19) 
Вр 


Эмер, 20) =0, (2.197) 
4=1 


在 (2.19) 中 b; 是 伴随 特征 函数 (7<j 一 1) 的 线性 组 合 . 
НТ j<n, Br D) r<j—1<n—1. 因此 ww 不 是 最 高 阶 伴随 特征 
м, 它们 与 % 都 是 正 交 的 ( 参 着 第 三 章 8 5(5.66)). 从 而 推 
得 ,条 件 (2.19) 当 j<n 时 是 自然 威 立 的 , 
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解 边 值 问 题 (2.15)，(2.17) 以 后 ， 我 们 可 借助 于 ， 
.Vi(j<n 一 1) 来 构造 相应 的 边界 屋 函 数 w， 由 (2.9) 和 (2.11) 
得 到 w, 应 满足 的 微分 方程 和 边界 条 件 ; 


7 
Mo Wi = >` À; 034, (2 .20) 
$=1 
ды | Ón | (2.21) 
91 lto ön |2" ! 


解 此 边 值 问 题 即 求 得 我 们 所 要 的 w(j<n 一 1). 
BIS] =n 的 情形 ， 由 (2.15")，(2.18) 我 们 有 


Lo vn =bn, (2.22) 
Va| r= — 400 | io 2.23) 
H (2.16), 其 中 加 有 以 下 表达 式 : 
0 一 > № = La vo. (2.24) 
4=1 


如 果 我 们 利用 Го HATES B， 和 第 三 章 § 5 一 样 ， 得 到 
类 似 的 公式 (参看 第 三 章 85 公式 (5.84))， 
Bw Г шо NM а 《2.25) 
其 中 未 写 出 的 项 表示 是 与 %% 正 交 的 一 些 项 , 
ЗАП о 标准 化 , 使 得 (wn_1, 20) =1， 根 据 格 林 公 式 ( 见 
第 四 章 (4.9)) 和 (2.25), 边 值 问题 (2.22),，(2.28) 的 可 解 条 
НЫЕ. 


0= G, +Í. on 22 аг 


др 
М (Lrt, а) | w >° аг (2.26) 
或 | | 
М=с, (8.27) 
这 里 f . 
5= (Lita, 十 | w да аг, (2.28) 
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我 们 假定 ， 


, | 
(Lato, a) +Í. wo -22 aro, (2.29) 


此 条 件 与 第 三 章 $5 中 所 述 的 条 件 生 是 相似 的 . 

因为 wo, zo 都 是 已 知 的 函数 , 所 以 wlr Le] 也 都 是 
知道 的 , 从 而 推 得 边界 条 件 (2.23) 的 右 端 也 是 已 知 的 . 如 此 由 
(2.27), (2.28) Пп ААН А-У с. 根据 条 件 
(2.29) +0; 

我 们 固定 多 个 入 ВЈ А. H Лоо RB bi. ЖЕ 
(2.15) 47-1, # br 在 边界 条 件 (2.17) (j =1) FRE 
Зо. Ж o: 以 后 解 边 值 问 题 (2.20)，(2.21) (ј=1) Ж 
яж Wi. 

和 第 三 章 8$ 5 类 似 , 将 近代 过 程 延续 下 去 , 根据 边 值 问题 
(2.15), (2.17) 和 边 值 问题 (2.15),，(2.18) (j=n+k, £>0) 
的 可 解 条 件 可 逐次 确定 Aktis Orta Яка (k =0, 1, ...) (参看 
第 三 章 8 5 的 最 后 部 分 ). 求 得 w+a 以 后 可 以 求 边界 层 函数 
а. 氨 代 过 程 可 以 无 限 延 续 下 去 ， 只 要 摄 动 问题 的 系数 和 
边界 充分 光滑 即 可 . 

迭代 过 程 进行 到 六 = ws 以 后 , 我 们 求 得 


工 2 
№, = ÀM 8" Аа"... БАр 8, (2.30) 


1 2 
UN = бов" Eva tee vy 
1 
telwot er wt вешу) ена, (2.31) 


其 中 a 应 选取 得 使 vy, 满足 (2.3) 中 的 两 个 边界 条 件 ， 由 
《2.9),，(2.10)，(2.11) 我 们 有 


11 
L, м, Ау, в 9, =О0(8 11 ), (2.32) 
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А _ дух, 。 = 2 А 
_ wy, | =0, Ən, г 0. ( .33) 


因此 , vw, 准确 到 OCE) 满足 特征 函数 方程 (2.2). 
关于 特征 值 和 特征 函数 的 误差 估计 ， 有 兴趣 的 读者 请 参看 
[1] #89, 

D E ASSET IES E 2(k-r D РЕЧЕ, 
只 须 假定 当 s= 0 时 该 算 子 正则 退化 为 中 Ë: RE] 29 С El 
可 . | 
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и 录 
渐 近 展开 


1. 阶 的 符号 0 和 。 称 为 阶 符 ， BEERE S 上 给 定 两 个 秀 数 
(ВТ (в), s € Fita ERA S 的 极限 点 ,a TERT 5, 也 可 能 
жит. 

EXI 关系 式 


fle)=0(9(e)), >a, s € 8 g 
Жох, 存在 常数 М>0 RA a е О ЧЕТУ Жа У. 
1768) | < М |ф(8) |, e EUNS. (2) 


Я ФСЕ S 上 不 为 零 , 则 (2) 显然 表示 当 >a 时 f (e) /рб(е) 保持 
Я: 


: 8 
TOS o 
例如 , 当 s->0 时 
sin в=0(8), sin 22=0(2); 
ви 7e=0(e), sin 28 一 2 一 0(e3); 
cos e=0(1), 1— cos e=0(6; 
Ja(e)=0(1), Jo(e)—-1=0(e?); 
ginh s =0(e), cosh e=0(1); 
tanh г=0 (е), tan 8 一 0O(s); 
coth #=0(8-1), cote=0O(e Dy. 


定义 2 设 函 数 也 和 9 不 只 是 8 而且 也 是 变量 zx 的 函数 ， Вр f= 
Ta, £), pmp, в). ЖЕЛЕУ s 无 关 的 正 数 MIRA айу U 18 
得 下 列 不 等 式 成 立 : 
17б, 8) | <М]ф(<, 8) |, 8 € 0ПВ, (4) 
则 可 写 
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(а, e)=O[p (z, 6)], эа, 8 € S. (5) 
EREM 和 a 的 邻 域 口 都 与 + 无 关 , 则 称 关 系 式 ( 四 关于 一致 
037; 否则 称 为 非 一 致 成 立 . 
例如 : 
sin(z+ 8) =О(1) =O( sinz) 当 8 一 0 时 一 致 成 立 ， 
而 е7 —1-=0(6) ә е 0 时 非 一 致 成 立 ， 
матема =O(e)35 a — 0 时 非 一 致 成 立 . 
定义 8 关系 式 
J(e)=o(@(82), >a, 8 € 8 (6) 
Жет, 对 于 任意 一 个 与 e 无 关 的 正 数 6 FEA а 的 邻 域 Du， 使 得 下 面 
-水 等 式 成 立 : | 


760 | <8|Ф(=)[, s€ 0,6, @ 
фб) S 上 不 为 零 , 则 (7) 表 示 
- = ` 
tmj fE =°. @ 
例如 : мео : 
sin в=0(1), sin #2==0(=); 
cos =0(в71/2), Jole) =0(877); 
coth e=o(e-3/2), cot g=o[8@+D/n] (пъ; 


1—0058=0(8),  exp(— е1) =0(6°) (НН. 
定义 4 Я-А, в), 9 一 p(x，s)， 若 不 等 式 (7) 中 的 正 数 6 和 
а 点 的 邻 域 U, 都 与 z 无 关 , 则 称 关系 式 
f(z, в) =o[@(z, 8], e> a, 89 (9) 
”关于 x 一 致 成 立 ; 否则 称 为 非 一 致 成 立 . 
例如 : 
sin(æ+e)=0(671/3 ще» 0 时 一 致 成 立 ， 
而 e —1=0(80%) 34 s — 0 时 非 一 致 成 立 ， 
Vate- T =0(6) 当 e->0 时 非 一 致 成 立 . 
定义 5 ЖЖ (8) =0(р(е)) (в > a) FC) =о(ф(з)) (ва) 
ЖИЕ. 
定义 6 关系 式 
J(8)—e(e), & > a, 868 (10) 
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表示 9. >], га, 


形 如 下 面 的 阶 的 关系 式 称 为 渐 近 公式 或 渐 近 估计 : 
sin 2в=0(8) (s->0), 1—с08 8=0(8) (8-0), 
ехр(—5)=0(8-") (e> + оо, n>1), 

s=0((lne)™) (8-0, n>1), 
віп е=0(1) (0<е< +), 

阶 的 关系 式 具 有 一 系列 简单 性 质 , 我 们 不 加 证 明 地 列 写 于 下 , 详细 

证 明 请 参看 [72]. 

D ж/(®=0(Ф(=)), e—>a, 8 € 8, WJ 
IFI =0( (81°), a>0; ap 

2) #f(e)=0O(@,(e)), sa, ES (1=1, 2, =, п), MJ 


Sa fo =0 (Хае, (871), a,—eonst; 2) 
3) Æ fe) =О(фК=)), в->а, e €S, i=1, 2, =, n, 则 
Пл =0(H C) ); (13) 
iml $=1 


4) 在 一 般 情况 下 对 阶 的 关系 不 可 微分 . 
例如 , 函数 


f(e) =e-Veginel/e 
满足 f(s)->0, s>0(s>0). 但 它 的 导数 
f'e) = s-2[e-1/egin e1/° — созе 8], 
当 e0 时 极限 不 存在 ; 
5) 对 阶 的 关系 式 可 以 积分 : & 8 是 区 间 <c<s<B,， Нм гэв 
Же) =O(e(e)), ЖЖ | 
B B 
Í Шо 2-0 (|, lp | dr), 8-8; (14) 
6) 对 阶 的 关系 式 可 以 按 变 量 x 进行 积分 ， 
RTE, в) =O(@(z, 6)) 当 6->4a, eeS 时 关于 xz 一 致 成 立 , 那 末 
上 re aar=ol ie в) 14"), еза, веб. ав) 
最 后 , 我 们 指出 , 阶 的 关系 式 可 以 作 如 下 的 组 合 ， | 
O(0(/))=0(/), 
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O(o6(f)) =o(O(f))=o(e(f)) =o(7); 
Т0(Р)0(Ф) =0(f9), 
O(f)>o(@) =0(f)0(9)=0(f9) 
O(f) -tO(f)=0(J)+o(J/)=0(J), 
оС?) ор =0(0р). 
2. 渐 近 序列 和 渐 近 展开 
定义 ? ipe 是 给 定 在 8S 上 的 通 数 序列 .车 
Ф102) =0(ф,(8)), 8—4, E € S, (16) 
刻 称 函数 序列 {pa} 是 渐 近 序列 . 
例 ， 当 e>0 时 
gp. (e) = en, 87/3, (log 8)", (sin ғ)", (cot e)~> 
Ж ИНТВ. 

若 函 数 序 列 {pn《s)} 是 无 穷 的 , ЖН АРЕ(16) ЖР n— рузу, 则 
称 函 数 序列 Pae) KF п 是 一 致 浙 近 序列 ， 若 函数 ps 还 依赖 于 变 
” 量 z 并 且 条 件 (16) 关 于 变量 z 一 致 成 立 ， MER R RE У {9} KFE 
量 x 是 一 致 渐 近 序列 ， 

定义 8 若 两 个 函数 序列 {pn,《s)}，{wn《e)} 具有 以 下 性 质 : 

Фь (8) =O0J,(e)), фь(5) =О(ф(8)), a7) 
>a, 8€S, 
划 称 两 个 函数 序列 {фа (в), aE) 是 等 价 的 . 
` 从 前 一 节 所 列举 的 阶 的 关系 式 的 性 质 , 可 以 得 到 如 下 的 论断 : 

1) E {pae 是 渐 近 序列 , 则 序列 {lp}, a>0 也 是 渐 近 序 
5; 

2) КИ а<8<8В, HHH >В 时 序列 {gw(s)} 是 渐 近 序 
列 , 则 序列 


AONAIS а8) 


МВ ШЛ ОДЕСА МБЕ ТА АИС О); 
8) k о<т<а # B Ч воа, 8 €8 W PE Ў] {ф. (в, в)} 关于 变 
量 z 是 一 致 浙 近 序列 , 则 


blo) = palT, в) ld, вза, 868 а9) 
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也 是 渐 近 序列 ; 
D й {ра(9)}, 3, (e)} 是 两 个 等 价 的 序列 ， 而 {po(e)} 是 渐 近 
序列 ， 则 :ynCe)} 也 是 渐 近 序列 . 
定义 9 车 函 数 了 (8) 可 表示 为 
f(e)= 六 mpr(e) +0(фи-1(8)), ea, в65, (20) 


ПО, – Sja, pn (8) 


0, 8—4, 865, 
Фу-1(8) , , , 


Вр 


则 项 之 和 加 
San pale) (21) 

称 为 函数 РСБУ Ч 2->а 时 到 第 不 项 为 止 的 渐 近 展开 式 , 并 表示 为， 
f(O)~ Sanpa), ва, 8 € 8. (22》 


ЖОО) РЕЖЕ Л 都 成 立 , 则 称 形 式 级 数 2 anpn《5) 为 应 
数 了 (8) 当 га 时 的 浙 近 展开 式 , 并 表示 为 


FCE) ~ Š) an фав), e> a, (23) 


若 渐 近 序列 {pa(s)} 给 定 , 函数 je) 按 其 展开 为 浙 近 式 , 则 展开 式 

系数 а, 按 下 面 公 式 确定 ; № 
а FC) — Sap (в) 
kar О aTa рву" 

渐 近 展开 可 能 收 伍 , 也 可 能 发 散 ， 

形式 级 数 Ха, p(e) (有 限 项 或 无 限 项 ) 称 为 渐 近 级 数 . 若 mp(e) 一 
в", ДК Ха, e" 为 浙 近 震级 数 . 

定义 如 设 /=/(z, 9) 是 变量 和 参数 。 的 函数 ，{fpn(e)} 是 
оа 时 的 渐 近 序列 ， 将 函数 f(z，s) 以 渐 近 序列 {pe)} 作 渐 近 展开 
式 : 


(24) 


а, в) ~ За, (ф»(в), ва, 8 €8, (25) 
а) оон, Ж | 
Ре, в) = јал) рие) + Ryle, 8), (26) 
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Ех (z, 8) =0[фк (=, 8)] 
对 所 讨论 区 域内 的 一 切 z 一致 成 立 , 则 称 展开 式 (25) 为 沙 数 f(z, в) 
一 致 有 效 渐 近 展开 式 ; 否则 称 (25) 为 非 一致 有 效 渐 近 展开 式 。 

如 果 渐 近 序 列 {fpn(8)} 和 函数 js) 已 给 定 , 那 末 由 公式 (24) 推 得 ， 
包含 一 定 项 数 的 渐 近 展开 式 是 唯一 确定 的 。 但 是 同一 个 函数 可 以 有 不 
周 的 渐 近 展开 式 ， 它 们 是 按 不 同 的 非 等 价 的 渐 近 序列 来 表示 的 。 例 如 
当 60 时 按 渐 近 序列 

Prle) = (1+ 8"), Pale) = (>) ° 
展开 sm 28， 这 两 个 源 近 序列 是 不 等 价 的 ， 按 公式 (2 的 我 们 有 
sin 2e =2 (1+ 2) +ln (1+ г?) 
—2In +e +o(InG +e), 


7. 5 s 
а т) (sr) (485) |. 
构造 微分 方程 解 的 渐 近 式 时 特别 要 注意 这 一 情况 。 一 般 说 ， 对 于 同一 
个 解 可 能 得 到 不 同 的 渐 近 展开 式 。 但 是 应 指出 ， 不 同 的 函数 也 可 能 有 
同一 个 渐 近 展开 式 ， 例 如 ， 


1451- 8 十 62 一 " (8—0), 
не (0), 
这 样 的 函数 称 为 渐 近 相等 , 有 如 下 定义 ; 


ЖХ 5 {pn(8)}, з>а, 865 是 浙 近 序列 ， 并 且 je) 和 9(z) 
是 给 定 在 S 上 的 函数 、 若 对 一 切 %» 有 
FCE) —g(e) =0(ф„(8)), a—>a, sES, (27) 
则 称 函 数 f(g) 和 9(s) 为 渐 近 相等 ， : 
Нови, 008—669, 对 于 上 面 所 
举 的 例子 我 们 有 
1 1- o 


Ire His а 00, n=0, 1, 2, 
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本 书 介绍 了 Люстерник-Вишик 边界 层 校正 法 的 基本 内 
容 以 及 用 该 方法 所 讨论 的 偏 微分 方程 奇异 摄 动 问 题 ， 在 这 些 
问题 中 主要 有 两 大 类 ， 即 退化 问题 唯一 可 解 的 一 类 和 退化 问 
题 位 于 谱 上 的 一 类 ， 这 两 类 问题 都 是 数学 物理 中 的 重要 课 
题 . 正如 我 们 在 引言 中 所 指出 ，.Uocrepgag 和 Вишик 在 他 们 
的 工作 中 所 讨论 的 问题 不 只 是 本 书 中 已 经 介绍 的 ， 还 有 来 源 
于 量子 力学 和 绕 射 现象 的 大 系数 问题 , 即 方程 的 系数 (包括 右 
端 函数 ) 在 一 子 区 域内 , 或 者 在 所 讨论 区 战 的 一 个 无 限 罕 的 夹 
层 内 无 限 增 大 的 问题 , 还 有 来 源 于 弹性 理论 和 电力 分 布 ( 趋 肤 
效应 ) 的 边界 条 件 振 动 很 快 的 问题 等 等 ， 但 由 于 篇 幅 所 限 不 
能 再 一 一 介绍 , 有 兴趣 的 读者 请 参看 Люстерник 和 Вишик 的 
文章 [3]. 

ЖЕ Люстерник 和 Вишик 的 工作 基础 上 , 六 十 年 代 以 来 出 
现 了 一 系列 重要 研究 工作 , 其 中 关于 椭圆 、 抛 物 、 双 曲 三 种 类 


型 方程 的 奇异 摄 动 问题 和 特殊 类 型 边界 层 的 研究 工作 已 在 正 | 


文中 陆续 介绍 过 , 现 将 其 它 方 面 的 工作 扼要 地 介绍 一 下 . 
Покровский"? 曾 利用 Люстерник-Вишик 方法 研究 过 合 
НАЖАВ, НАК y SR HT Е ВЕ 
为 算 子 符号 的 展开 .，X. Эль-Нади 对 一 类 微分 -差分 方程 
Cauchy 问题 构造 了 解 的 渐 近 展开 式 , 这 里 < 步 长 > 起 小 参数 的 
作用 、 由 此 可 给 出 Веззе]-Люстерник 函数 的 渐 近 式 并 应 用 
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到 服务 论 的 问题 上 ， 在 Леонтович"! 和 Гольденвейзер" 1 中 
也 研究 过 边界 条 件 依赖 于 小 参数 的 摄 动 间 题 ， 关 于 初始 
跳跃 初 值 问 题 请 参看 Люстерник, Bnmyg "Wasow™ 
Касымов" "81 Коноплицкая“?, Галахов 8", О” МаПеу'®, 
Yarmish"®™, Cohen 等 工作 ， 关 于 Banach 空间 中 小 参数 
在 高 阶 导数 项 的 微分 方程 奇异 摄 动 问题 的 研究 工作 有 
Крейн“, Треногин 8, Гроза", Баглаев®, Осипов: а, 
а ТИ] Люстерник-Вишик 方法 构造 了 解 的 渐 近 
AFET И ЕН. aasar", Джавадов, Махмудов‘, 
pengues” H СЕ PC bh p Н a) 209 Jy 8: 25 TË М BE B 
解 . 

ШУ, Люстерник 和 Bamar 的 研究 工作 以 3 系统 发 表 
以 后 ， 志 他 们 所 创建 的 边界 层 校 正法 在 实际 问题 得 到 广泛 的 
应 用 和 推广 , 其 中 最 有 意义 的 应 用 有 以 下 三 个 方面 ; 

D 超声 速 粘性 气流 绕 钝 头 体 的 流动 问题 . Mapgos 和 
Чудов #19 . Постерник-Вишик 方法 构造 超声 速 粘性 气流 绕 饱 
头 体 流动 问题 的 浙 近 解 。 这 一 问题 是 以 具有 小 参数 :的 
Navier-Stokes 方程 组 在 粘性 绕 流 的 边界 条 件 下 来 描述 的 , 这 
里 小 参数 e 刻 划 粘性 系数 和 热传导 系数 ， 边 界 条 件 包括 物体 
上 的 边界 条 件 和 在 无 穷 远 均匀 流 的 边界 条 件 ， 当 s=0 时 得 
到 相应 的 无 烙 性 绕 流 问 题 . 因此 ， 从 摄 动 问 题 到 退化 问题 要 
失去 边界 条 件 , 产生 间断 ， Марков 和 Чудов 构造 了 任意 阶 精 
度 的 渐 近 公式 ， 

2) 一 系列 薄 而 易 弯 的 板 、 壳 的 非 线性 理论 问题 .这 里 主 
要 有 Срубщик 和 Юдович 的 工作 ,在 Срубщик 的 工作 中 特别 
详细 地 研究 了 圆 形 板 ， 其中 也 研究 了 内 部 边界 层 现象 (家 在 癌 
BEREH F). 
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З) 带 着 装 有 粘性 流体 空 腔 的 刚体 运动 问题 . 这 些 问题 在 
近年 来 由 于 火箭 和 空间 技术 的 发 展 而 具有 特别 的 现实 性 ， 因 
为 现代 飞行 器 在 其 侧 航 带 有 大 量 的 液体 燃料 ， 这 对 飞行 器 
的 运动 会 有 重大 影响 ，NMoreeea 及 其 学 生 系统 地 引进 了 
Люстерник-Вињшик 方法 , 求 这 里 所 产生 的 小 参数 问题 的 渐 近 
. 解 ， 一 系列 这 样 问题 的 最 一 般 提 法 和 解决 是 Черпоусько 的 
工作 . 

№, Люстерник-Вишик 方法 可 用 来 研究 流体 在 表面 张 
力作 用 下 的 运动 .粘性 流体 毛细 波 和 重力 波 以 及 其 它 问题 , 本 
书 限 于 篇 幅 不 再 一 一 列举 ， 至 于 这 些 研究 工作 的 参考 文献 
请 参看 Tperormr 的 综合 性 文章 :aa. 

作者 由 于 理论 和 实践 水 平 所 限 ， 书 中 缺点 和 错误 在 所 难 
免 , 届 请 读者 提出 批评 和 指正 . 
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